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^ > V v Einleitung. 



liei Ausarbeitung des Werkes welches liier dem mathematischen Publikum überge- 
ben wird, hat dem Verfasser ein doppelter Zweck vor Augen gestanden. 

In militärischen sowohl als bürgerlichen Verhältnissen sind die Fälle nicht sei- 
ten, wo mathematische Rechnungen unmittelbar nöthig werden. Von den Personen 
welchen diese Geschäfte obliegen, kann nicht immer erwartet werden, dafs ihnen 
die Ableitung der dazu erforderlichen Formeln gegenwärtig, die Umgestaltung der- 
selben für den bestimmten Zweck geläufig sey. Es setzt dieses eine Bekanntschaft 
mit den theoretischen Lehren und zugleich eine Uebung in analytischen Operationen 
voraus, die nicht «billig von Männern gefordert werden darf, deren Beschäftigungen 
auf eine ganz andere Richtung angewiesen, nur zufällig und momentan mit mathe- 
matischen Arbeiten in Berührung kommen. Einen vorgelegten Ausdruck, eine geo- 
metrische oder trigonometrische Formel nach ihrem eigentlichen Sinne zu verstehen, 
und von derselben eine richtige Anwendung zu machen, ist hingegen eine Fähig- 
keit, welche allen denen eigen zu bleiben pflegt, die zu irgend einer Zeit ciniger- 
mafsen zu mathematischen Studien angehalten worden sind. 

Mathematiker von Fach bedürfen allerdings solcher Hülfe nicht Niemand hat 
aber wohl längere Zeit in mathematischen Arbeilen zugebracht, der nicht aus Er- 
^ fahrung wüfste, wie viel Zeit durch Ableiten und Umwandeln oft ganz elementarer 
^ Ausdrücke verloren geht, es sey nun dafs man sich dieselben selbst bilde, oder sie 
— aus irgend einem Lehrbuche zu entnehmen suche. Noch mehr steigert sich dieser 
Zeitverlust, sobald es darauf ankommt eine solche Formel durch numerische Ent- 
wickelung zur wirklichen Rechnung geschickt zu machen. Eben so kann es oft 
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sehr wesentlich seyn, alle Gestalten, deren ein gewisser Ausdruck fähig ist, auf ein- 
mal übersehen zu können, um unter denselben nach den Umständen die geeignete 
Wahl zu treffen. Die meisten Operationen der trigonometrischen Analysia sind in 
diesem Falle. 

Dem Verfasser schien es, als ob diesem zweifachen Bedürfnisse zugleich ab- 
geholfen werden könnte, wenn man die verschiedenen Theile der reinen Mathema- 
tik, soweit solches thunlich, in positiven Resultaten darstellte, und die daraus er- 
wachsenden Formeln, Ausdrücke und* Hülfszahlen consequent und systematisch ge- 
ordnet zusammentrüge. Er verwahrt sich dabei ausdrücklich gegen die Auslegung, 
als habe er glauben können, die Mathematik liefse sich überhaupt auf ein wohlan- 
gelegtes System von Formularen und Rechnungsrecepten zurückführen; Vielmehr 
hat er die tiefe Ueberzeugung, dafs es allein der Geist und die Methode ist, welche 
den VVcTlh dieser reichen Wissenschaft und ihren wahren Sinn für das Leben be- 
gründen. Dafs aber die Bedeutung einer Sprache allerdings an die innere Erkennt- 
nifs und deren Ausdruck im lebendigen Worte geknüpft ist, hindert nicht, dafs es 
Wörterbücher gebe, die dem Gedächtnisse und dem Mangel an Uebung zu Hülfe 
kommen. Ein solches, ein Repertorium dessen, was man wohl thut da zu nehmen, 
wo es am schnellsten zu erlangen ist, wünschte der Verfasser für die Mathematik 
zu liefern. 

Niemand kann übrigens besser wissen und fühlen wie weit diese Arbeiksowohl 
dem Entwürfe als der Ausführung nach, hinter dem zurückbleibt, was auf diesem 
Wege zu leisten sicher möglich ist. Wenn es hierüber einer Erklärung bedürfte, 
so würde der Verfasser diese vorzugsweise in der Neuheit der Sache suchen. Die 
Anordnung eines solchen Werkes ist nicht ohne Schwierigkeiten, die Ausführung 
sehr mühsam, ein erster Versuch jederzeit unvollkommen. 

Dem in Obigem angedeuteten Plane zufolge, werden die den verschiedenen 
Zweigen der reinen Mathematik angehöngen Tormein in zwei Bänden zusammen- 
gestellt werden. 

Der erste Band soll die Geometrie und Trigonometrie, der zweite die Arith- 
metik. Algebra, niedere und höhere Analysis, und Geometrie der Curven umfassen. 
Jeder dieser Bande ist von dem anderen unabhängig und kann nöthigen Falles als' 
ein selbstständiges Ganze angesehen werden. 
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Die Einrichtung der sich auf ebene und körperliche Geometrie beziehenden 
Tafeln ist durch den blofcen Anblick unmittelbar verständlich. Sie enthalten dieje- 
nigen ebenen Figuren und Körper, auf welche »ich die mathemalischen Rechnungen 
gewöhnlich so erstrecken pflegen. Obgleich dabei auch noch einige r unter spe- 
cielleren Bedingungen entstehende Körper in Betiacht gezogen worden sind, so 
mufstc man sich hier doch in engen Schranken hallen , da das Feld solcher Unter- 
suchungen ganz, unbegrenzt ist, und für die Ausübung zu wenig Interesse darbietet. 

Bei jedem dieser Figuren und Körper sind die Linien, Winkel, Flächen und 
Volumina durch willkührliche Buchstaben bezeichnet, und die Relation aller dieser 
Elemente durch eine Reihe von Formeln dargestellt worden. Es war dabei ut- , 
sprünglich die Absicht alle Fälle ohne Ausnahme überall durchzuführen, so dafs 
die Columnen Gegeben — Gesucht keine der möglichen Combinationen ent- 
behrten- Nur in einigen wenigen Fällen hat man sich erlaubt hiervon abzuweichen, 
entweder um höchst verwickelten und dadurch für die Praxis unbrauchbaren Aus- 
drücken, oder einer wenig Nutzen versprechenden Ueberfüllung zu entgehen. Bei 
Körpern die ohnehin nur unter ganz besonderen Umständen und deshalb selten vor- 
kommen, schien es hinreichend, die Hauptformeln anzugeben;, das Umwandeln die- 
ser Formeln würde eine eben so beschwerliche als müfsige Arbeit gewesen seyn. 

Eine fernere Absicht dieser Tafeln lag darin die aufgestellten Ausdrücke für die 
praktische Rechnung geschickt zu machen. Wo sich- deshalb in den Formeln be- 
stimmte Zahlen als Faktoren. Divisoren, Wurzelgröfsen u. f. w. zeigten, sind diese 
durch Ausführung der geforderten Operationen in einen einzigen Koeffizienten zu- 
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«ammengezogen worden. Liefe der eo veränderte Ausdruck wiederum eine logarilh- 
mische Behandlung zu, so sind diese Logarithmen gleichfalls beigebracht worden. 
Man hat sich dabei die Grenze gesetzt, die Koeffizienten sowohl als ihre Logarith- 
men stets auf 7 Decimalstellen anzugeben; nur bei den Rechnungen die sich auf Kreis 
und Kugel beziehen, wo zuweilen eine grofse Genauigkeit erforderlich werden kann, 
sind die Koeffizienten bis zur 12ten Stelle, und ihre Logarithmen mit 10 Ziffern 
aufgenommen. Dafs für die Logarithmen achter Brüche die Bezeichnungsart ge- 
wählt worden, nach welcher die Logarithmen selbst positiv bleiben , und dagegen 
eine negative Hütfskennziffer hinzugefugt wird, schien für die praktische Rechnung 
geeigneter als der Gebrauch ganz negativer Logarithmen. 

Die Einrichtung der, die Formeln zur Trigonometrie enthaltenden zweiten 
Abtheilung, wird gleichfalls ohne Schwierigkeit übersehen werden können. AVenn es 
scheinen sollte, als ob die Darstellung der trigonometrischen Anelysis eine zu grofse 
Ausdehnung erhallen hätte, so ist zu bedenken, <lafs eben hier das Bedärfnifs einer 
systematisch erschöpfenden Formeltafel am dringendsten war. Schwerlich ist selbst 
der geüblere Mathematiker im Stande, die verschiedenen Gestalten, welche ein tri- 
gonometrischer Ausdruck annehmen kann, sich zugleich zu vergegenwärtigen, und 
gleichwohl beruht eben hierauf der Gang aller Operationen der analytischen Trigo- 
nometrie. Man war daher stets gedrungen, irgendwo eine Zusammenstellung solcher 
Formeln aufzusuchen, und Cagnoli Trig. rect. et sph., Lacroix Trigon., Klü- 
gcl analyt. Trigon. und dessen Wörterbuch: Artikel Goniometrie, Vega Lehrbuch 
zweiter Theil und dessen log. trig. Tafeln, Salomon Trig., Euler Introd. ad 
calc. diff., Schulz log. trig. Tafeln, Bonnycastle Trig., Lambert Sappl, tab. 
log. et trig., Schweins Geometrie zweiter Theil u. s. w. sind in dieser Hinsicht 
viel gebraucht worden. Theils aber scheint keine der angeführten Tafeln die nöthige 
Vollständigkeit zu haben, um in allen Fällen Auskunft zu erlhcneu, theils wird in 
denselben die strenge Ordnung vermifst, ohne welche ihr Gebrauch sehr beschwer- 
lich ist. Bei Lehrbüchern, welche, wie die schätzbaren Werke ron Schweins, 
Salomon, ünger u. A. eine vollständige En t wickehing der Wissenschaft zum 
"Zwecke haben, liegt es ohnehin in der Natur der Sache, dafs sie jeden Ausdruck 
mir an der Stelle aufführen, wo er sich ihnen auf dem Wege, den sie für ihre Ab- 
leitungen gewählt hatten» von selbst ergiebt. Die hieraus entspringende Anordnung 
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der Materien ist aber von derjenigen, bei welcher alles Zusammengehörende unter 
gewissen, leicht übersichtlichen Rubriken zusammengestellt ist, gänzlich verschieden. 
Bei jenem Gange ist es eben so unthunlich, das Feld der möglichen Combinationen 
regelmäßig und vollständig zu erschöpfen, als es bei einem Plane, wie der des vor- 
liegenden Werkes, rathsam gewesen wäre, Wiederholungen zu vermeiden, die viel- 
mehr fiberall eingetreten sind, wo sonst Unbequemlichkeiten bei dem Gebrauche der 
Tafeln entstanden wären. 

Als ein besonderer Anhang zu dieser Abtheilung sind die Tafeln zur Auf- 
lösung der trigonometrischen Gleichungen anzusehen. Da die Reduction solcher 
Gleichungen, in welchen der zu suchende Bogen durch mehrere seiner Funktionen 
ausgedruckt erscheint, oft beschwerlichen Rechnungen unterworfen ist, so ist hier 
der Versuch gemacht worden, die möglichen Falle bis zu einer gewissen Grenze 
uligemein darzustellen. Man hat sich dabei auf folgende zwei Klassen eingeschränkt: 

a) Gleichungen, die nur aus zwei Gliedern bestehen, und wo in jedem Gliede höch- 
stens zwei verschiedene trigonometrische Funktionen als Faktoren vorkommen, und 

b) solche, wo aufser den zwei angeführten Gliedern, noch ein drittes Glied vorhan- 
den ist, welches keine trigonometrische Funktion enthält. Was in diese beiden 
Haupt- Klassen fällt, ist Tür alle Fälle durchgeführt, nur sind in der zweiten Abthei- 
lung die Combinationen der positiven und negativen Zeichen nicht geschehen, da 
man sehr leicht für jeden besonderen Fall, die betreffende Aenderung, eintreten las- 
sen kann. 

In allen Formeln, die sich auf Trigonometrie beziehen, .ist der Radius = 1 
angenommen worden. Sollte es unter besonderen Umständen nüthig werden, einen 
anderen Radius einzuführen, so dient hierzu das bekannte Gesetz der Homogenität 
aller Glieder einer trigonometrischen Gleichung. 

Da der Verfasser bei dieser Arbeit überhaupt keinen anderen Zweck hatte, 
als der ausübenden Mathematik nützlich zu werden, bei Gegenständen dieser Art 
von eigener Erfindung ohnehin kaum die Rede sein kann, so hat er der Eitelkeit 
leicht entsagen können, Formeln selbst abzuleiten, die schon anderswo zu finden 
waren. Er hat daher Alles benutzt, was die ihm zugängliche mathematische Lite, 
ratur für seinen Zweck Dienliches enthielte, und sich begnügt, das Vorgefundene 
passend zu gebrauchen und mit dem Ganzen in Einklang zu bringen. Eben so er- 



keimt er dankbar die Unterstützung an, die ihm von mehreren Seiten gekommen; 
und hat dabei insbesondere, den Königl. Ingenieur - Geographen Asimont zu nen- 
nen, einen ausgezeichneten jungen Mathematiker, dessen bereitwilligem Fleuse ein 
grofeer Theil dieser Arbeit seine Grundlage verdankt. 

Ungeaclitet die mühsame und schwierige Correctur sorgfältigen Händen an- 
vertraut war, so haben sich dennoch bei der letzten Durchsicht einige unbeträcht- 
liche Druckfehler und Irrungen vorgefunden, von denen es wünschenswerüi ist, dafs 
sie vor dem Gebrauche abgeändert werden. Dafs sich auch später noch ähnliche 
Fehler, vielleicht sogar in den Rechnungen, finden sollten, kann nicht aufser Mög- 
lichkeit gestellt werden; sie scheinen von einem ersten Versuche unzertrennlich, 
obgleich eben hier nicht geringe Mühe angewendet worden ist, sich ihrer zu entledigen. 

Berlin, im April 1827. 

J. v. Radowitz, 

Hauptmann im KOnigl. Geuer«] -Sraab*. 
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D) Warthe Für die Cotangente. 

«) In gleichartigen Funktionen desselben Bogens 213 
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c) In gleichartigen Funktionen des doppelten Bogens 214 

d) In verschiedenartigen Funktionen des einfachen Bogens — 

e) In verschiedenartigen Funktionen des halben Bogens • • 215 

f) In verschiedenartigen Funktionen des doppelten Bogens — 

g) Vermischte Ausdrücke n. s. vr 216 

E) Wertlie für die Secante. 

a) In gleichartigen Funktionen desselben Bogens 217 

b) In gleichartigen Funktionen des halben Bösem — 

c) In gleichartigen Funktionen des doppelten Bogens .......... \ ... . 218 

Digitized by Google 



- XVI - 

Sota 

d) In verschiedenartigen Funktionen des einfachen Bogens 318 

e) Vermischte Ausdrücke u. s. w 219 

F) Wertho Für die Cosecante. 

») lu gleichartigen Funktionen desselben Ilgens 222 

b) In glcicliartigcn Funktionen des halben Bogen* — 

c) In gleichartigen Funktionen des doppelten Bogens "2*23 

d) In verschiedenartigen Funktionen des einfachen Bogens 2*24 
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b) In gleichartigen Funktionen des halbcu ßogens 

c) In vermischten Funktionen des einfachen, doppelten u. s. vr. 



H) Wcrthc für den Cosinus versus. 

a) In gleichartigen Funktionen desselben Bogens — ■ 

b) In gleichartigen Funktionen des halben Bosens 230 

c) In vermischten Funktionen des einfachen, doppelten u. s. w. Bogens ... — 
IV. Formeln für die Funktionen des halben Bogens. 

A) Ausdrücke für den Sinti* Ja 231 
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E3 Ausdrücke für die Seoante Ja 233 
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V. Formeln für die Funktionen des doppelten Bogens. 

A) Ausdrücke für deu Sinus 2a 234 

B) Ausdrücke für den Cosinus 2a 235 

C) Ausdrücke für die Tangente 2a - — 

D) Ausdrücke Tür die Cotangente 2a 236 

E) Ausdrücke für die Secante 2a \ — 

F) Ausdrücke für nie Cosecante 2a 237 

YI. Formeln für die Summen oder Differenzen verschiedener Funktionen 

desselben Bogens, und für die Summen oder Differenzen der Quadrate 
dieser Funktionen. 

A) Ausdrücke für die Summe oder Differenz zweier Funktionen desselben Bogens . 237 

B) Ausdrücke für die Summe oder Differenz der Quadrate zweier Funktionen des- 
selben oder des halben Bogens ' 239 

VII. Formeln für die Produkte und Quotienten verschiedener Funktionen 
desselben Bogens. 

A) Produkte verschiedener Funktionen desselben Bogens 240 

B) Quoticuten verschiedener Funktionen desselben Bogens 241 

VIII. Ausdrücke für die Funktionen eines mit dem Bogen von 60", 45° oder 
30* verbundenen Bogens. 

A) Zusammensetzung mit dem Bogen von 60*; Grundform: F(60* Ja) 243 

B) Zusammensetzung mit dem Bogen von 45"; Grundform: i ' ( -f- a) 245 

C) Zusammeuetzuug mit dem Bogen von 30°; Grundform: F(30°^a) 249 

IX. VVerthe für die Summe oder Differenz der Einheit und einer trigono- 
metrischen Funktion, und für die Einheit und das Quadra: einer tri. 
gonometrischen Funktion. 

A) Verbindung der Einheit mit einer Funktion. 

a) Grundform: 1+F(a) 250 

b) Grundform: 1 — F(a) 251 

c) Grundform: l-f2f(a) 252 

B) Verbindung der Einheit mit i 

a) Grundform: 1 + F*(a) 

b) Grundform; l-F'i*) 
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C) Werthc für [57^5 S • • 1 «53 

D) Werthe für lTFC2a) 254 

«Wertheför^^undfär^^ 255 

Tafeln für die Funktionen eines vielfachen Bogens. 

A) Ausdrücke für den Sinus. 

a) Allgemeine Ausdrücke für den Sinus eines vielfachen Bogeng. 

na) Durch Funktionen des einfachen Bogen» — 

hb) Durch Funktionen des mehrfachen Bogen* 257 

cc) Durch Faktoren, welche die Funktionen anderer Bogen enthalten — 

h) Ausdrücke für bestimmte Vervielfältigungen bis zur Zclinfachcu. 

aa) Durch den Sinus des einfachen Bogens — 

l>h) Durch den Cosinus des einfachen Bogens 
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dd) Durch Faktoren von Funktionen verschiedener Bogen 

B) Ausdrücke für den Cosinus. 

a) Allgemeine Ausdrücke für den Cosinus eines vielfachen Bogens. 

a«) Durch Funktionen des einfachen Bogens 200 

bb) Durch Funktionen des mehrfachen Bogens 262 

cc) Durch Faktoren, welche die Funktionen anderer Bogen entlialten — 

b) Ausdrücke für bestimmte Vervielfältigungen bis rur Zehnfachen. 

aa) Durch den Sinus des einfachen Bogens — 

bb) Durch den Cosinus des einfachen Bogens 263 

cc) Durch den Cosinus des mehrfachen Bogens — 

dd) Durch den Sinus uud Cosinus des mehrfachen Bogens — 

cc) Durch Faktoren von Funktionen verschiedener Bogen 264 

C) Ausdrücke für die Tangente. 

a) Allgemeine Ausdrücke Für die Tangente eine« vielfachen 

b) Ausdrücke für bestimmte Vervielfältigungen bis zur Zehi 

aa) Durch die Tangente des einfachen Bogens 267 

bb) Durch die Cotangente des einfaclten Bogens — 

D) Ausdrücke für die Cotangente. 

a) Allgemeine Ausdrücke für die Cotangente eines vielfachen Bogens 268 

b) Ausdrücke für bestimmte Vervielfältigungen bis zur 
aa) Durch die Tangente des einfachen Bogens . 

n Bogcus 



bb) Durch die Cotangente des 

E) Ausdrücke für die Secante. 

a) Allgemeiner Ausdruck für die Secante eines vielfachen Bogens — 

b) Bestimmte Vervielfältigungen bis zur Zehnfachen, ausgedrückt durch die 
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b) Bestimmte Pote n zen bis zur Zehnten ................... ^ . — 

13) Potenzen des Cosinus. 

a) Allgemeiner Ausdruck für die Potenzen des Cosinus 273 

b) Bestimmte Potenzen bis zur Zehnten — 

O Potenzen der Tangente. 

le Ausdrücke 



a) Allgemeine Ausdrücke für diejjoteazeu der Tangente 274 
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b) Reihen für den Cosinus — 

c) Reihen für die Tangente . . . 280 
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e) Reihen für die Secante 281 
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° r («*— - ß) 

F) Produkte der Summe oder Differenz von den Sinus oder Cosinus zweier Bogen. — 
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™^ Uno - r«mdFnrm. f WTf (« F' M = f F* iß) 

s.nus zwe.tr Bogen. - Grundform: p^-——.—^— 291 

I) Produkte und Quotienten der Summe oder Differenz der Funktionen von der 
Summe oder Differenz zweier Bogen. — 

Grundformen: [F(«Tp)Tr(«-ß)].[F(*+»iF(«-|J)] und 
F(u 4-,B)TF(a—P) 

F(* + ß)±F(*—ß) 

R.) Quotienten von. Sinus und Cosinus der Summe zweier Funktionen, dividirt durch 



*. M*l Mb» " G™dfon. : J5§±gj m 



Tangenten von der halben 
:F (i±£)^ F (^) 294 
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enthalten. 
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Schlubbcmcrkungen . 368 
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Erste Abtheilung. 



Formeln zur ebenen und körperlichen Geometrie. 
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Erster Abschnitt 



Formeln zur 'ebenen Geometrie. 
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I. Das Quadrat. 



sei der Flächeninhalt des Quadrats = F 

dessen Seite = a 

die Diagonallinie ' = b 

Gegeben: Gesucht: 

1. a; /-=a* 

b* 

2. b; F=\ 

3. F; a = l/F 

4. b; « = y~ = 0,7071068.b 

log a = 0,8494850— l+/o#b 

5. F; b = l/2F= 1,4142136. l/F 

% b = 0,1505150+4 %F 
6 a; ä = a]/2 = 1,4142136. a 

/o » b = 0, 15051 50 -j-/o#a 



II. Der Rectangel. 

Es sei der Flächeninhalt des Reclangels = F 

»wei auf einander perpendicularc Seiten = a und b 
die Diagonallinie = c 

der Winkel der Diagonale mit der Seite a =9 

A 2 



— 4 — 

Gegeben: Gesucht: 

1. a, b;. F = a.b 

2. a, c; F = al/(c a — a J )=al/((c+a).(c— a)) 

3. a, 9; F=a*.tang<p 

4. b, c; F= b W— b«):=bl/((c+b). (c— b)) 

5. b, 9; F = b J .co/9 

6. c, 9; <F =s {c a .«»29 

F 

7. F, b; a = £ 

8. F, c; . « |/(£±k^=55)« 4 [K(OT)+1/(^F)J 

* • • 

9. F, 9; a = \/h\cot<p 

10. b, c; a = ]/(c a — b«) =l/((c+b) . (c— b)) 
" 11. b, 9; a = b.cotcp 

12. c, 9; a = c.cw* 

1 

13. F, a; 6 = ? 

st 

u. F, ei i= V/(el±l^E^) = .5 t i/(^F,_K(^p)] 

15. F, 9; b = 

16. a, c; Ä = ]/(c^5)=K((c4- •).<<:-•)) 

17. a, 9; 6 = a.fa»£9 

18. c, 9; b = c.( 



20 . F)b; C = K^=!^3 

22. Ii; c = V(»'+h') 

a 

23. a, 9; c = l/(a , + aS ^ w ^ 2< r)= a * tfc< P=^7^ 
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Anmerkung. Es ist augenscheinlich, dafs in obigen Formeln sowohl, ab in stimmt liehen *ur ebenen, 
körperlichen und höheren Geometrie gehörigen, die Winkel und ihre Functionen nur ab Hülrs- 
mittel zur Bestimmung der Linien und Flächen angewendet, nicht aber überall ab »1 »uchm.le 
Gröfscn betrachtet worden sind. Die Formeln der Trigonometrie geben, da wo e» auf 
der Winkel selbst ankommt, die nöthige Ergänzung. 



III. Das Parallelogramm überhaupt. 

Es sei der Flächeninhalt des Parallelogramms = F 

die zwei Seilen desselben = a und b 

der Winkel, den diese einschllefsen =5= q> 

der Perpendikel auf die Seile a = h 

die beiden Diagonallinien = c und d 

der Winkel, den diese cinschlic&cu = u 

Gesucht: 
F = a.h 

f ab .»//» -j» 

F=£cd*m« 

F = » l/(*2a a b* — a » + 2a* c' — b« -f 2b- c* — c«) 
F = i|/(2a* b*— a*+2a ä d*— b*+2b s d*—d») 
F = { Vi*** d ? — 16a* -f 8a* c 9 — d*+2c' d* — c«) 
F =3 il/(»l>'<T— 10b«4-8b»e«— 4«+2€»<r<—c«) 

F 



Gegeben: 


1. 


a, h ; 


2. 


a, b, «?; 


3. 


c, d, a; 


4. 


a, b, c; 


5. 


a, b, dj 


6. 


a, c, d; 


7. 


b, c, d; 


8. 


F, h; 


9. 


F, b, 9; 


10. 


F, h; 


II. 


■ 

F, a, «p? 




F, d, a; 




A stn <x 



Digitized by Google 



13. a, b, 9; c s= W^b'— 2 ab oos<?) 

14. F, c, «; d = —r-. — s= — .cosecu 

c sm a c 

15. a, b, <p; d = ]/(a*+b a +2ab cos?) 

16. F, a; A = ? 

17. F, b, q»; * = G^7^ = l"' ,StfC(p 



IV. Das Dreieck. 

A) Das ungleichseitige Dreieck überhaupt. 

£• sei der Flächeninhalt eines ungleichseitigen Dreiecks = F 

seine drei Seiten = a, t 

deren Summe ^= S 

der Perpendikel auf die Seite a = h 

die drei Winkel = o, 



Gegeben : Gesucht : 

1. a, h; F = ^=ja.h = a.}h 

2. a, b, c; F= {K((a+b+c)(a+b- P )(c+a-b)(c-a4-l>)) 

3. = >l/ C 2a'b'+2a'c«+2b'c'-a«-b*-— ) 

4. = jK (S.(S-2a).(S-2b).(S_2c)) 

5. b, c, a; F = \bcsina 



6. a, a, p; 



.v//; <t 



7. a, b, o; F = | b sin a (]/(a* — b* im' a -f. b cos 

9. fc, Ars F=^^^ = lh'Mß+^ y) 

2F 

10- F, h; « = tt 



— 7 — 

11. F, b, c; a = K(b'+c'Tl/(4 b» c»— 161*)) 



14. F, a; A = — 



a 



15. a, b, c; h = JL]/(2a' b*+2a a c J +2b a c a --a«-.b*— c*) 
äa ijl/(S .(S-2 a) .(S-2 b) . (S-2c)) 



bc sina 



16. b, c, a; h 

17. a, a, A = 



18. a, 0, y; 



a.sinü .xtny 



sin b i -f- y) rot ^S-f- cot y 



Anmcrk-ang- In MtnmtlicKen Formeln für das Dreieck i*t die Beseichnung der Winkel «o gewählt, 
dsf» tich die gleichnamigen Buchauben corrapondiren ; d. h. der Winkel * liegt der Seite a, 
0 liegt b, 7 liegt r. 



Zusatz. 

Formeln für Dreiecke, in welchen Summen oder Differenzen 

der Seiten gegeben sind. 

Wenn in einem Dreiecke, statt der einzelnen Seiten, die Summe derselben, 
oder die Summe oder Differenz von zweien, nebst der dritten, gegeben sind, so 
-kann daraus mil Hülfe der drei Winkel, sowohl die Gröfse der einzelnen Seiten, 
als auch der Flacheninhalt berechnet werden. 

i 

Ks seien, wie vorher, die drei Seilen =s a, b und c 

die drei Winkel, so wie sie den' gleich- 
namigen Seiten gegenüber stehen = «*, ? und y 
der Flächeninhalt = F 
der gesammle Umfang = S 
so entstehen bei den verschiedenen Voraussetzungen folgende Formeln- 
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Gegeben: Gesucht: 

/ ' m sin (x m sin a 

*' I a ~~ sin <*^sm sin ' (« + ,3) cos ' («±jl) 

1 . m si'/tft m .«'«,3 

2 ^a+bs=m,J "~ Tma^fsinp— 2««£("TO«»i( a ±P>. 

p, ^; \ m jm y m sin y 

* C -~sin<*^ sin p ~~ 2 *mi j (« + ji) co s £ (a + p) 



4. 



m* *i» asinß sin y m* j/'/i « .f ig p 1ang\ V m* sin « .»'«p cot \ y 

1(sm*^.sin?Y ~ 4co*£(a— p)* 4«/»j(u— p)* 



5. I a = 



S «// a S .«'n s 



a -}- *'» P+ *'« y 2 co* j p co* £ y 

6« ( a-j-b-f-cr=S, J sin a-^-sinp-^sin y 2 cos{ a co* jy 

j a, p, y; \ Sw»y _ Sjiwjy 

J sina-\-sinp-\-siny 1cos\ucosyp 

i «, • S* tanz\a tane<$ tmtsky 
8. [ F = ■ ? 4 ^ 

/ m , ,1// . m» — c«\ 
9 - (a+b=m,l a = 2+*K r "~cö?"|y>) 

lt. (F=i(m*-c')/aiigrly 
U. (jPsr^c«— d')co/4y 

/ c'-f-ro^d: 20 " 1 cos<x 

15, , _ L 1 a — 2(m±c cosa) 

aqFb=m,l ^j- c » 

16. j c, ] 2(m±ccosu) 

1 [ 4(m+c cosa) 
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Ä,s 2(c«#?-d) 



2(ccoj,3— d) 



/ r _ c(c^d») J //i/ : 
J °- ( * - 4(ceotp-4 

/ _ (m-f-n)(l — cosn) , 1 / (m — Q) a fO**«-f-2mii (1 — «««) 
* a+b— m 1 ö r — 2"«^" ^ (1—2«^ 

" ' j a; ) l —2cosu 

I (m-}-n)(l — cos<*)-\-\/(\n — n) l co* , a-|-2inn(l — cos«) 

V 1 — 2«wa 

Anmerkung. Eine beträchtlicher« Anzahl ähnlicher Formeln, die au» gegebenen Summen und 
Differenzen der Seiten oder Winkel eine» Dreieck» herrorgegangen »ind, enthalten: Strchlkc 
Aufgaben über das geradlinigte Dreieck 1826; und Kroll, Aufgaben über Dreiecke, worin 
oder Differenzen ron Winkeln oder Seiten gegeben »ind. 1826. 



B) Das gleichschenkliche Dreieck. 

15s sei der Flächeninhalt eines glcichschenklichen Dreiecks = F 
die Grundlinie desselben = a 

jeder der beiden Schenkel s b 

der Perpendikel auf die Grundlinie = h 

die Winkel des Dreiecks = a und ß 

Gegeben: Gesucht: 
1. a, h; F = i ah 



2. a, b; F= |a]/(4b'— a*) = Jal/((2b-f-a).(2b— a)) 

3. b, h; F = h V(b'—h*) 

4. a, «; F = |a' cot\a 

5. a, j3; F = \&*tangp 

6. b, «; Fz= }b*«/i« 

7. b. /3; F = {b J *i«2/3 

8. F, h; a = 



9. F, b; a = l/(2b 5 ^:]/(4b*— t6F*))=V/(b*-f2F)+|/0> J — 2F) 

B 
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■ 



10. b, h; a = SW—h 1 ) 

11. b, a; « = 2b sin\a 

12. b, p ; « ss 2b co*p 

13. h, a; « = 2h/a«g-£a 

14. V jJ; a = 2h ra/i^p 



15. F, a; Ä = iOl^±^ 

,6. F,h; * = V<FT-*) 

17 - a ' aj * = 2-£-^=^ co ^ a 

18 ' ^ * = 2^r == * a " r ' 3 

19. a, b; 6 = ^/(i a'+h 9 ) 

20. b, a; Ä = — !^-=h*<fc|a 

21. h, ß; b =s -^-=hco^ 



22. F r a; x A = 

23. F, b; A s= 



Sin [i 

2F 
a 

F 



V(h*— h') 

24. a, b; A = l/(b«— >') 

25. a, o; A ss |a«ro/{a 

26. a, ß; A = ja<x>/,3 

27. b, a; A = hcos{a 

28. b, 3; A = b««3 

C) Das gleichseitige Dreieck. 

Es sei der Flächeninhalt eines gleichseitigen Dreiecks ss F 

dessen Seite = a 

der Perpendikel des Dreiecks ss h 
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1. a; 

2. h; 

3. F; 

4. h; 



Gesucht: 

F=\*>& 3 = 0,4330127. 

logV = 0,6365006— 1+2 log* 

= 0,5773503.11» 



1/3 



Zog- F = 0,7614394— 1 -f-2 hg h 



KL/3 



1,5196714. l/F 



%a = 0,1817497+| log? 
2h 

/og-a = 0,0624693 +logh 



1,1547005. h 



5. F; 

6. a; 



h = I/O 5 = 1/3 = 1,3160741. l/F 

/oy h=0, 1 192803 + 1 log F 
A = {al/3 = 0,8660254. a 

hgh = 0,9375306— l-f-/o£a 



D) Das rech twinkliche Dreieck. 

Es sei der Flächeninhalt eines rechtwinklichen Dreiecks 
seine Hypothenuse 



der gesammte Umfang 

die beiden spitzen Winkel 

der Perpendikel auf die Hypothenuse 

Gesucht : 
F = {ah 

F = |bl/(a*— b') 
F= |bc 

ff] 



1. a, h 

2. a, b 

3. b, c 

4. b, h; 



5- a, p ; 
6. b, 
7- 



|/(b' — h») 
F= £a a *»2p 
F = jb' tangy 
F = jb* cofß 



F 
= a 

= b und c 
= P 

= ß und y 
= h 



B 2 



Digitized by Google 



— 12 — 

8. F, h; a ss -g- 

. l/( *F»+b «) 

9. F, b; a = b ^ 

4F— p l 

10. F, P ; ° = -2/- 

11. b, c; . a = l/(b*+C) 

b l 

12. b, h; a = p^rpj 

13- b, .3; « = Sß Bb ^ 



15. F, a; 6 = I/GI^TV^-F) 



K(t^+F>äTl/(y'-Fh') 
16.- F, h; o 



i? F p; h = 4F+p*+V(16F»--24Fp'-J-p') 

18. a, c; * = K(^=£)_ 

19. a , h; & = V(\**+t*l>)+V{\*->b) 

20. a, { i; t> = a««;< 

21. a, * = aeo*y 

, 2F 

22. F, a; A = — 

. r 2bF 

23. F, b; h so K(4Fa+b<) 

24. F, p-, Ä = 4F^ 

25. a, b; h =*\VW=&) 

26. a, b, c; h = ^ 

_ , bc 

27. b, c; h — p^qr^) 
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28. a, /3; h = \»sin2ß 

29. b, ß; h = b«w£ 

30. b, y; A = bsiny 

Anmerkung. SSnuntliche Formeln yon 15 — 19 dienen begreiflicherweise gleicher mafsen Sur Be- 
stimmung der Kathete c. Ebenso kann in den Formeln 2. 4. 9. 12. 23. 25. unmittelbar c statt b 
substituirt werden, sobald enteret als gegeben angesehen wird. In den Formern 6. 7. 14. 20. 21. 
29. und 30. hingegen, ist diese Substitution erst zulässig, wenn nnror, statt der bezeiclineten Win- 
kel, die entgegengesetzten, in die Formel eingeführt worden sind. 

Zusatz 1. 

Wenn in einem rechtwinklichen Dreiecke, aufser einer Seile, noch die Summe 
oder Differenz der beiden anderen bekannt ist, so werden diese Seiten durch folgende 
Formeln ausgedrückt: 

a) Gegeben: die Hypolhenuse =s a, und die Summe der beiden Katheten 
= S, so ist: 

b = |S-{-)/ (ja'-|y) 
c = £S-l/aa'-iS*) 

b) Gegeben: die Hypolhenuse = a, und die Differenz der beiden Katheten 
= d, so ist: 

* = K(Jä^£H-;d 

c — 1/(1 a l — Jd 5 )— jd 

c) Gegeben: eine Kathete = b, und die Summe der Hypolhenuse und der 
andern Kathete = S, so ist: 

2i 



d) Gegeben: eine Kathete = b, nebst der Differenz zwischen der Hypo- 
lhenuse uud der anderen Kathete = d, so ist: 

" ~ 2d 

b*— d* 
e =-2d- 

e) Gegeben: die Hypothenusc = a, und das Verhältnif« der beiden Ka- 
thelen zu einander = m:u, so ist;. 
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b 



c = 



l/(m'-f n») 
an 

Zusatz 2. 



Wenn das rechlwinkliche Dreieck zugleich gleichschenklich ist, so wird b = c 
und ,3 k y; woraus sich folgende Ausdrücke ergeben: 



Gegeben : 

1. a; F = £a* 

2. b; F = jb« 

3. h; F = h* 

P* 

4 F = " i2-|_8 1/2 = °< 042 8932.p t 

% F = 0,6323884 — 2-f 2 A>sP 

5. F; a es 21/F 

6. b; o = bl/2 = 1,4142136. b 

log n = 0,1505150-j-/o^b 

7. h; a = 2h 

8 ' P; ° = 1+ P ]/2 = 0^1142136. p 

%a i= 0,6172244 — 1+fe^p 

9. F; b = |/2F = 1,4142136. ]/F 

/ %b = 0,15051ftO+[/o^F 

10. a; 6 = a]/j = 0,7071068. a 

%b = 0,8494850— l + %a 

11. h; b = hj/2 = 1,4142136. h 

%b = 0,1505150+fe^h 

W ' P; * = 24071 =0,2928932^ 

%b = 0,4667093— l+%p 

13. F; A = ]/F 

14. a; A = ja 
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15. 


b; 


h = jbKl 


= 0,707 1068. b 






logh 


= 0,8494850— i+hgh 


16. 


p; 


h = E_ 

O 1 o I/o 


= 0,2071068. p 






I f~\ CT \\ 




17. 


F; 




s=. 4,8284271. |/F 








= 0,6838056+1% F 


18. 


»; 


/, = a(l+K2) 


sas 2,4142136.« 








= 0,3827757+%a 


19. 


b; 


^ « b (2+1/2) 


= 3,4142136. b 








= 0,5332907 -\-logb 


20. 


h; 


/, = 2h(l+V / 2) 


= 4,8284271. h 






%P 


= 0,6838056-f-%b 



V* Das Trapez, 
A) Mil zwei parallelen Seiten. 

4 

Es sei der Flächeninhalt eines Trapezes = F 

seine beiden parallelen Seiten = a und b 

seine beiden nicht parallelen Seiten = c und d 

der Perpendikel zwischen den Parallelen = h 

die beiden Winkel des Trapezes, die auf der 

Linie a oder b liegen = a und ß 

die beiden Diagonallinien = f und g 

der von ihnen eingeschlossene Winkel = <p 

Gegeben : Gesucht : 

1. a,b,h; F=^±^='h.(a+b)=h.aa+b) 

2. a, b, c, d j F={ -^^(c+d+b-aJlc+d+a— b)(c4-b— »~d)(d-|-b-a— c) 

3. a,b, c,a; F— \csina(tt-\-h) 

l • „ r» / , i_.v sin» sin & , _. , „ 1 

4. a,b, a, p ; F=z (a*— b«).— , — i _L- = ( a ^_b i ).— — : — 



Digitized by Google 



5. a, c, d, <x; 

6. o, c, d, h; 

7. o,h,a,/3; 

8. f,g,q>; 

9. F ? b,h; 

10. F,b, c.«; 

11. F,b,«,/3; 

12. F,h,a ;i 3; 

13. F, c, d, «; 

14. F,c,d,h; 

15. b,c,d,a; 

16. b, c, a, ß ; 

17. b,c,d,h; 

18. F,a,b, a; 

19. a, b, d, oc ; 

20. a,b,d,h; 

21. c, a; 

22. A.ß; 



24. F f a,a,i3; 

25. a,b,c,d; 
Anmerkung. 



F— \cco$a (2a— c co*a-f-|/(d 5 — c* Mtn*aty\ 

h*) . [2 a q: i/(c s — h») qp l/(d 4 — h»)] , 

F= 1 { (gsin< ? 
2F— bh 



2F 

c ««« 



— b 



_ 2(F+h')<iiittjiiip 
h 

r f * c COS <*+ J/(d' — c- «) 



a 
a — 



C CO*a 




23. F. a, b; A = 



a = b-f-co05a4-|/(d 4 — c* Ai« l a) 

b sinß-\-c{sin a-j-ß) 

sin ß 

c = b+K(<i 2 — h»)qpi/(c'-h 9 ) 

2F 2F 
c = t — i — rr — - — = — r-r.coseca 
(a-f-b) suia a-f-b 

c = VI*** — (a — b) a sin* aj -f- (a — b) co$ a 

r = ]/[d* + (a — b)* - 2 (a - b) V{# — h 5 )] 

h = C«»a 
hz=Asinß 
2F 



a-fb 



sin(a-\-ß) 

Die Formeln 9—17 dienen glekhermtüwn, «ur B*itunmung 3er andern r*raUclea 
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Seite b, weshalb die Wurzfhusdriicke mit beiden Zeichen versehen sind. Dtuelbe gilt von den 
Ausdrücken 18 — 20, durch welche ebensowohl d ah c 



B) Mit nicht parallelen Seiten. 

Es sei der Flächeninhalt eines Trapezoids = F 

seine vier Seilen nach der Reihefolge = a, b, c und d 
seine vier Winkel gleichfalls nach der Keihe- 

folgc a= er, ß. y und 6 

die beiden Diagonallinicn = f und g 

der von ihnen eingeschlossene Winkel = <p 

Gegeben: Gesucht: 

1. a,b,c,ot,ß; Fs=i {(ab sina-\-bcsinß—-acsin(u-\-ß)} 

2. a, c, d, a, Ö; F= |(ad Ji/iÄ-f-cdwwy— ac«/iä+y) ' 

o ~ * r> a* sin a sind — c*sinysinß 

3. .,c«,fty,*; F= isin{a+ö) 

4. a,b,a,p,y,«; F=z 

_ b» sina sinßsiny—b* sin*ß sin8+<2ab sin(<*-\-p)smß sw6s?sin 9 («-\-ß)sinÖ 

2sin(a-\-ß)siny 

5. a,b,c,d,a,y; F = %&b sin a-\-{ cd sin y 

6. f,g, <j>; F=z$fgsin<p 

7- b,c,d,a,p,y; a = b «Wa—*C 00* (a-fß)-f-d COj(a-|-ß-j-y) 

8. b,c,d,/3,y; « = ]/(b«-f c *+d*+2bc «wp-f-2bd cos (.3-f y)+ 2 cd awy) 

9. F,b,c,d,a,y; a =r r— s 

Dftna 

. fl r . _ 2F — besinß 

10. F y b,c,a, ß\ a^xrr r — ~ i 

(b — c).sm(a-f-ß) 

11. F,c,«,p,y,°\ «-K l f m«.^ ; 

. _ . 1 / /'2¥. sin(u-\-ß)siny-{-b\ (?..sin*p sinS — sirnx siny)\ bsinß 

12. F,b,«,P,r,*;«=J/ \ 1 sin*(«+ß)sinö )~slh~(Zfp) 

2F 

13. F,g,<p; /»= — r— 

14. a,b,a; / = l/(» l -|-b 4 — 2ab awa) 

t. C 

' * Digitized by Google 



Anmerkung. Die Beieichrmng der Seiten und Winkel ist so angenommen. dafi 

der Winkel « •inge.cldosscn wirf von a und b 

— — fi — » — — • — b und < 

— — y — — — — c und d 

— - « - - - - d und * 

Zusatz. 

Wenn die Winkel einer vierseitigen Figur durch besondere Bedingungen näher 
bestimmt sind, so kann der Flächeninhalt durch einfachere Ausdrücke dargestellt wer- 
den. Von dieser Art sind folgende Formeln. 

a) Wenn in einem Vierecke die gegenüberliegenden Winkel zusammen 180° 
beiragen, welches bei jeder in einem Kreise beschriebenen vierseiligen Figur 
Statt findet, so ist: 

F — |K[(a + b + c — d)(a + b-fd — c)(a-f c+d— b)(b-f-c+d—a)l 
= £]/[(S— 2a)(S— 2b)(S— 2c)(S— 2d)] 

b) Wenn in einer vierseitigen Figur zwei gegenüberliegende Winkel einander 
gleich sind, so ist: 

f= i^±j£.H(.+*+«+*(.+fc-«-*(.+*-fc-«J*+J— c)l 

Anmerkung. Die 4 Seiten »ind hier ao bezeichnet, daß die gleichen Winkel durch a und b. »o 
wie durch c und d, eingeschlossen sind. 

c) Wenn in dem Vierecke ein Winkel ein Rechter ist, so wird: 

F » | ad-K. j/(b+c4-K (a , +d»))(b+c~|/(a t -f-d')).(b-~c+K(a a +d ? ))/ 
•.(c-b-{-i>(a*+d*)| 

Anmerkung. Die Seiten « und d werden als diejenigen angenommen, die den rechten Winkel 
ei lisch Ii eisen. 



VI. Das reguläre Polygon. 
A) Reguläre Polygone überhaupt. 
Es sei der Flächeninhalt eines regulären Polygons von n Seilen = F 



die Seite desselben = a 

der Radius des umschriebenen Kreises = r 

das Apolhema = p 

der Mittelpunktswinkel = a 

der Polygonwinkel = 9 



der Winkel des Radius mit der Seite (halbe Polygonwinkel) = ,3 

■ 
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Gegeben: Gesucht: 



1. 




a — — — 
n 


2. 




lHtr(n — 2) 
n 


3. 




a inr(n — 1) 

P - n 


4. 


<p; 


a — 180°— 9 


5. 


ß; 


« = 90°— ß 


o. 


a ; 




7. 


«; 


ß = 90»-|« 


8. 


«; 


n . 360° 


9. 


«p; 


ooir 
iw— 9 


10. 


ß; 


n — 90°— 3 


11. 


a et ' 


F s= £ a* ro£ * ot . n 


12. 


a, ß; 


F = £a' tarutß.n 


13. 


r, a; 


F = |r**w*a.n 


14. 


r, ß; 


F ss |r 3 «ti»2ß.B 


15. 


p> «; 


F = p 9 tonf |a.n 


16. 


p. ß; 


F = p'co/ß.n 


17. 


a» r; 


F=|al/(r'-|a«).n 


18. 


», p; 


F^ap.n 


19. 


r, p; 


F = pl^(r*~-p').n 


20. 


F, «; 




21. 


F, ß; 


l X/Fcot3\ 

• - «Kjr? 2 ) 


22. 


r, o; 




23. 


r> ß; 


a = 2r«w3 


24. 


p» «; 


a = 2ptong£a 


25. 


p, ß; 


a = 2pcrfß 



C 2 
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29. F,., r = ]/JL. = ]/™cosec« 

V stna.n V n 

30. F, ß; r = l/- T ^_ = l/!? co ^ c2 p 

31. a, a; r = = ja cojor{ a 

33. p, a; r — — E— = p«c]o 



34. p, p; r = = pco Wi 3 

35. F,a; r = V££±m 

2an 



36. F,p-, r = kSÜÜT>5 



37. a, p; r = l/(j,'+ p .) 

38. F.., , = J/(L£5Ü=) 

39. T.ß, 

40. a, a; p ja «»ja 

41. a, ß; p =* } i* torig p 

42. r, aj /? =2 rco«ja 

43. r, ,3; p = r*inß 

44. F, a; p «= — 

^ a.n 
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46. a, r; p = l/(r a — |a») 

Anmerkung. Da das Apothcma p zugleich den Radius eines in dem Polygon beschriebenen Krciac.» 
ausdrücken kann, so sind alle diese» p enthaltende Formeln zugleich .iuf den eingeschriebenen 



B) Verdoppelung der Polygone. 

Es sei der Flächeninhalt eines regulären Polygons von 2rt Seiten =s F, 

dessen Seite = a t 

dessen Apothema = p/ 

der zugehörige Millelpunktswinkel = a, 

der Polygonwinkel = 9/ 

der Winkel des Radius mit der Seile (halbe Polygonwinkel) = p t 

Alle auf das Polygon von n Seilen sich beziehenden Buchslaben behallen ihre 
Bedeutung wie vorher. 

a) Die Theile des Polygons von 2n Seilen werden aus denen des Polygons 
von n Seiten gesucht. 



Gegeben: 


Gesucht : 


1. a; 


et, = ' a 


2. 9; 


a, = 90* — 19 


3. ß ? 


a, s= 90° — ß 


4. <>; 


9, n= 180°— Ja 


5. 9; 


9, = 90°+? 9 


6. ß; 


9/ = 90°+P 


7. a; 


ß, = 90°— 'a. 


8. 9; 


ß, = 45« -K 9 


9. ßi 


ft = 4*»-Kii 


10. a, r; 


F/ = iar.2n 


11. a, p; 


F, s= *aj/(ia*-fp»).2n 


12. r, p; 


= $rj/fa— p 9 ).2n 
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13. 


F, a; 


F, 


14. 


F, r ; 


F, 


15. 


F, p; 


F, 


16. 


a, r; 


Ol 


1 /. 


P» 


»/ 


18. 


r, p; 


«/ 


19. 


a, r; 


Pl 


20. 


», p; 


Pt 


21. 


r, p; 


PI 



Fi = £]/(a*n'-H6P) 



= K Ga'+2 p'-2pl/ga'-fp')) 



al/g^ + p») 



2l/aa'+2p l -2pl/Ö^«)) 

KGTFFpI) 

b) Die Theile des Polygons von d Seiten werden auc denen des 
von 2n Seiten gesucht. 

Gesucht: 
a s= 2a; 
a = 360°— 2 q>/ 
a = 360°— Aß, 

9 e= 180°— 2a, 
9 = 29,-180° 
9 = 4/3,-180» 

P sa .90 0 — «/ 
P « 9»-90» 
0 «z 2 p,— 90« 

F _ >l( H-|a^) K — 





'eben : 


1. 




2. 


9t ; 


- 3. 




4. 


«*; 


5. 


«Pri 


6. 


ft; 


7. 


«*i 


8. 


9/; 


9- 


ßn 


10. 


*/, t; 


11. 


•/i p*; 


12. 


'» p>; 
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16. ,„t; a = K(4.,'r--V) = l,j /(1 ^ i 

«■*>*■> -^K55^) = K(gg) 

18. r, p,; a = ihy^ ?n 

19. s„r; p = i=±£ 



20. a„ p, ; 

21. r, p,; 



p = = gPl'-r 

r r 



) Aus den Flächenräumen der Polygone von 2n und n Seilen werden die 
' Theile dieser Polygone gesucht 



Gesucht: 
2. V h F; a = 



— F 



3« F,, F; * = ^^ = 4/fF^ 

4 F F — 1 V * F *' _ pl / * 1 

" * * — K n»(4F,»n»— P»)" ~ K n J (4F,*n*— F*) 

5 f. F- „ ~ 1 /fV+FF,« _ l/FTT/Tr^F 
5. F„ F, ^ - J/ -V ~V FT^-T 
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C) Reguläre Polygone im Kreise von einer bestimmten Seitenzahl. 

Alle Buchstaben behalten die ihnen in VI. A. beigelegten Bedeutungen, 
a) Das reguläre Dreieck (gleichseitige Dreieck). 
Gegeben: Gesucht: 



1. 




IX 


— 


120° 






2. 




9 




DU 






3. 


■ 


n 




rl/3 




1,7320508. r 










loga 




0,2385606 + %r 


4. 




a 


= 


2pl/3 




3,464 1016. p 










iog a 




u,i>.K'.j..'ui) — j— /c/i^ p 


*• 

5. 


F; 


a 




K i73 




1,5196714. J/F 










%a 




0,1817497+{ logF 






r 




a V y 




v/o 1 1 oo\/o • a 










logt 




0,7614394 — l+/o^a 


7. 


p; 


r 








8. 


F; 


r 








0,8773827. l/F 














0,9431890— 1+| logF 


9. 


a; 


P 




iaK3 




0,2SS6751.a 














0,4604093— 1+Vo^a 


10. 


r; 


P 










11. 


F; 


P 








0,438691 3. l/F 



% p = 0,642 15.91 — 1+4 logF 



12. 


»; 


F= |a l l/3 


= 0,4330127. a* 






logF 


= 0,6365006— 1 +2 log a 


13. 


r ; 


F = Zt*V3 


= 1,299038 l.r 2 






logF 


= 0,1136219+2 logt 


14. 


p; 


F — 3p* 1/3 


= 5,1961524. p 4 






logF 


= 0,7156819+2 logf 



Die Formeln 4. 5. 9. 11. 12. 14. sind mit denen in IV. C. gegebenen, begreif- 
licherweise übereinstimmend. 
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b) Das reguläre Viereck (Quadrat). 



Gegeben: Gesucht: 
1. a = 90° 



2. 




cp = 


90« 




•• 


3. 


r; 
* * 


a — 


rl/2 


__ 


1,4142136. r 








/os' a 

ö 




0,1505150+/o£r 


4. 


p; 


a = 


2p 






5. 


F; 


a = 


l/F 






6. 


a: 


r = 


|aJ/2 


, — 


0,7071068. a 








logt 


— 


0,8494850— l-f-/o#a 


7. 


p; 


r = 






1,4142136. p 


- 




log* 


— 


0,1505150 +logp 


8. 


F; 


r = 


K£F 


= 


0,7071068. ]/F 








/o#r 


= 


0,8494850— 1-f |/o^F 


9. 


«; 


P = 








10. 




P = 


4*1/2 




0,7071068. r 








/<#p 




0 r 8494S50— l+Zog-r 


11. 


F; 


P = 


41/F 






12. 


»; 


F = 


a« 






13. 




F = 


2r» 






14. 


p; 


F = 


4 P 2 







Auch hier sind die Formeln 5. und 12. mit den in I. gegebenen überein- 
stimmend. 

c) Das reguläre Fünfeck (Pentagon). 

Gegeben: Gesucht: 

1. a= 72« 

2. 9 = 108° 



= .]/( 



5—1/5 



) = 1,1755706. r 

log» =s 0,0702487 -f%r 



4. p; a a: 2p 1/(5 —2 1/5) = 1,4530852. p 

log» = 0,1622910+% P 



— *26 — 

5. F; o = l/|F 1/(5—2 J/5) = 0,7623870. l/F 

%a = 0,8821755—1+1 /o^F 

6 a; r = a l/(— ^r^) = 0,8506508. a 

fo^r = 0,9297513— l+/o#a 

7. p; r=^(l/5— 1) = 1,2360680. p 

logt = 0,0920423 +^p 

8. Fi r = ]/(|F]/^3^5) = 0,6485251 -l/F 

/o# r = 0,8119268— 1+J logF 

9. a; p = la 1/(1+1 1/&> = 0,6881909. a 

% p = 0,8377090— 1 +hg a 
. 10. r; p = | r (i^.^5) = 0,8090170. r 

hg? = 0,9079577 — l+%r 

11. F; p = j/|}/(i + * j/5) = 0,5246679. &/F 

p = 0,7198845— 1+ • %F 

12. a; F= 1/(1+1 1/5) = 1,7204775. a» 

/<#F = 0,2356489+2 log* , 

13. r; F = I^J/^^t!^) = 2,37 764 12. r» 



/o^F = 0,3761463+2 log* 

14. p; F == 5 p' V (5— 21/5) = 3,6327125. 

/og-F = 0,5602310+2 %p 

d) Das reguläre Sechseck (Hexagoji). 

G egeben : Gesucht : 

1. a = 60° 

2. 9 = 120» 

3. r; a ss r 

4 PJ « = lpl/3 = 1,1547005. p 

foga a= 0,0624693+/o#p 
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5. F; a = l]/2Fl/3 = 0,6204032 . i/F 

7o^a = 0,792*740— 1+1 %F 

6. a; r = a 

7. P ; r = |pl/3 r= 1,1547005. p 

logt = 0,0624693 +/o#p 

8. F; r = }]/2FF3 = 0,6204032. l/F 

%r s= 0,7926740— l+\lo 5 V 

9. a; /j='aK3 = 0,8660254. a 

%p = 0,9375306— l+%a 

10. r; p = £rl/3 = 0,8660254. r 

%p = 0,9375306— l+logr 

11. F; /> = 1/JFF3 = 0,5372849. l/F 

fcjp = 0,7302046— 1+1 %F 

12. a; F=|a*l/3 = 2,5980762. a* 

%F = 0,4146519+ 2 hg* 

13. r; F=fr'l/3 = 2,5980762. r* 

logF = 0,4146519+2 %r 

14. p; F=2p a l/3 = 3,4641016. p' 

/o#F = 0,5395907 +2 log? 

e) Das reguläre Siebeneck (Heptagon). 
- Gegeben: Gesucht: 



1. 




u ae 


51° 25' 42?" 


2. 




* = 


128° 34' 171" 


3. 




a — 


0,8677674. r 






log iL = 


0,9384033— l+fc^r 


4. 


p; 


a = 


0,9631492. p 




%a = 


0,9836936— i+fo^p 


5. 


F; 




0,5245814. l/F 


■ 




/o°-a = 


0,7198128— 1+1 logF 


6. 


»; 


r = 


1,1523825. a 






fc#r = 


0,0615967+Ätfa 



D 2 
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7. p; r = 1,1099163. p 

logt = 0,0452902+fo#p 

8. F; r = 0,6043183. ]/F 

fo^r = 0,7814095— 1+j/offF 

9. «; p = 1,0382608. a 

fo^p = 0,0 163064 +log* 

10. r; /> = 0,9009688. r 

hgp = 0,9547096— 1 + logt 

11. F; f> = 0,5446521. J/F 

fo^p = 0,7361192— 1+1 /og:F 

12. a; F= 3,6339127. a« 

logF = 0,5603745 + 2 Zogra 

13. r; ^= 2,7364103.1* 

logF = 0,4371812+2 fo^r 

14. p; F= 3,3710222 .p* 

/cgF = 0,5277616+2 log? 

f) Das reguläre Achlcck (Oktogon). 



1. a = 45° 

V 9 = 135» 

3. r; « = r j/(2— 1/2) = 0,7653668. r 

/oo-a = 0,8838696— l+/o#r 

4. P; « = 2p(l/2— 1) = 0,8284271. p 

log* = 0,9182543— l+%p 

5. F; c = KjFd/S— 7) = 0,4550899. l/F 

log a = 0,6580971 — 1 + } %F 

6. a; r = a 1/(1+4 i/2) = 1,3065629. a 

logt = 0,1161303+foja 

7. p; t = 2p 1/(1— }l/2) = 1,0823922. p 

%r == 0,0343846+ tojp 

8. F; r = VTFp2 = 0>5946036-l/F 

fc*r = 0,7742275— 1+j/o^F 
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9. a; 

10. r; 

11. F; 

12. a; 

13. r; 

14. p; 



Gegeben : 
1. 

2. 

3. r; 

4. p; 

5. F; 

6. a; 

7. p; 

8. F; 

a 

ia r; 



P 
P 

4 

P 

F 
F 
F 



log? 



ViFO/2+i) 

log? 

2a»(l + K2) 

legF 

2r*l/2 

logF 
8p' (1/2-1) 

fo ff F 



1,2071068. a 
0,0817456+% a 

0,9238795. r 
0,9656153— i+logt 

0,5493420. l/F 
0,7396428— 1+j/offF 

4,828427 l.a» 
0,6838056 + 2 log* 
2,8284271. r» 
0,4515450 -{-2 logr 
3,3137085. p* 
0,5203143 + 2 %p 



g). Das reguläre Neuneck (Enneagon). 

Gesucht: 
a= 40° 
9 = 140« 

a = 0,6840402. r 
log* = 0,8350816— l+/<#r 

a = 0,7279404. p 
%a = 0,8620958— 1+%-p 

a = 0,4021997. ]/F 
log» ** 0,6044417— 1+1 /og:F 

r = 1,4619022. a 
logt = 0,1649l83+%a 
r = 1,0641778. p 

logt = 0|0270141+&ffp 

r = 0,5879766. VF 
logt = 0^7693600 — 1 + 1 log F 

p = 1,3737387. a 
hgp = 0,1379041 +log* 

p ='0/9396926. r 
fo$p = 0/9729857— l+%r 
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11. 


F; 
• > 


0 




0/5525173. 1/F 






w © r 


_ 


0,7423458 — 1 4- -* los F 






F 


== 


6,1818242 . a 4 






logF 




0,7911167+2 loga 


13. 




F 




2,8925442.r» 






logF 




0,4612800+2 %r 


14. 


• 


F 




3,2757318. p* 




logF 




0,5153083+2 %p 



h) Das reguläre Zehneck (Dekagon). 

Gegeben: Gesucht: 

1. a = 36° 

2. <p = 144° • 

3. r; a = |r(l/5— 1) = 0,6 180340. r 

hg\ = 0,7910124— l+/o$r 

4. p; c = 2p j/^^zlkj?) = 0,6498394. p 

foga = 0/8128059— l+%p 

5. F; a = VtV^P) = 0,3605106.l/F 

tog-a = 0/5569180— l+^F 

6. a; r = |,a(J/5+l) = 1,6180340. a 

fo^r = 0,2089876+%a 

r = pK^E!) = 1)0514622 . p 

/o£r = 0/0217937 +/og-p 

8. r, " , - J/£j/(!2i^) = 0,5833183. l/F 

logt = 0/7659056— 1+4 /og-F 

9. a; » s= }a]/(5+2|/5) = 1/5388418. a 

log? c= 0,1871940+fo^a 

10. r; /> = 4^(10+21/5) = 0,9510565. r 

%p = 0/9782063— 1+fo^r 
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11. F; p = 1/JjF l/(5+2J/5) es 0,5547688. V/P 

%p = 0,7441120— 1+1 ZogF 

12- a; F= i« s 1/(5 +2 1/5) = 7,6942087. a» 

%F 0,8861639+2 % a 

13. r; *r» 1/(10— 21/5) = 2,9389265. r* 

%F = 0,4681887+2 Zojr 

14. p; F=-2p* 1/5(5— 2K5) = 3,2491970. p> 

/o#F = 0,5117760+2 Z W 

i) Das reguläre Eilfcck (Endekagon). 
Gegeben: Gcsncbt: 



1. 




a= 32 a 43'3a 1 V* 


2. 




<p s= 147" 16' 21-^-" 


3. 




a = 0,5634652. r 






ioga = 0,7508671— l+Zo$r 


4 


n * 
P» 


W VJfOO 1 aüuU . p 




F> 


loga = 0#6788252 — 14-/oa-n 


5. 


a 5= 0,3267618. l/F 






fo^a = 0,5142313— l+|fo*F 


6. 


a; 


r = 1,7747331. a 






logt = 0,2491330+Zog-a 


7. 


p; 


r = 1,0422171. p 




F; 


Zogr = 0^)179582+%p 


8. 

* 


r = 0,5799149. l/F 






Zo^r = 0,7633643— 1 + 1 fc-F 


9. 


a; 


p = 1,7028439. a 






/o^p = 0,2311748+/^ » 


10. 


*; 


p = 0,9594930. r 






Iog ? = 0,9820419— 1+Zogr 


11. 


F; 


^ = 0,5564244. J/F 






log? = 0,7454061 — 1 + 1 /ojg-F 


12. 


a; 


F = 9,3656415. a a 



/cg-F « 0,9715374 +2 Zog* 
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13. r; F = 2,9735244.r* 

hgF = 0,47327144-2 logr 

14. p; Fz= 3,2298915. p l 

hg F = 0,5091880+2 hgr 



k) Das reguläre Zwölfeck (Dodekagon). 

Gegeben: Gesucht: 

1. a = 30° 

2. 9 = 150° 

3. r; « = |r(^/6— 1/2) = 0,5176381. r 

log* = 0,7140261— 1+fojr 

"4. p; a = 2p (2— 1/3) = 0,5358984. p 

fo#a = 0,7290825— i+log? 

5. F; a = KiFP—Kä) = 0,2988585. l/F 

log* = 0,4754656— 1+| Zog: F 

6. a; r = ±a (1/6+1/2) = 1,9318516. a 

fo#r = 0,2859737 -f/o^a 

7. p; r = |p(l/6— 1/2) = 0,5 176381. p 

%r= 0,7140261 — l+%p 

8. F; r s= 1/jF = 0,5773503 . l/F 

fo#r = 0,7614394— 1 +£ log? 

9. a; p = |a (2+1/3) = 1,8660254. a 

log? = 0,2709175+%a 

10. r; p = ;r(l/6+l/2) = 1,9318516. r 

hgp = 0,2859737 +logj 

11. F; j> = y^T (2+1/3) = 1,1153551. l/F 

%p= 0,0474132+1 /o^F 

12. a; F = 3 a* (2+1/3) = 11,1961524. a* 

%F = 1,0490688+2 /og-a 

13. r; F = 3r l 

14. p; F=3p a (2— J/3) = 0,8038476. p* 

%F = 0,9051737— 1+2% p 
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1) Die regulären Polygone bis 
Das dreizehn Eck. 
Gegeben: Gesucht: 



1. 

2. 

3. r; 

4. a; 

5. a; 

6. a; 



a= 27» 41' 32^' 
9 = 1520 1^27-sV« 



a = 0,4786312. r 

log* ss. 0,6800009— l+/b#r 

r = 2,0892913. a 

logt = 0,3199989+ hg* 

p = 2,0285803.3 

%p a= 0,3071921+ Zog- a 

Fs= 13,1857719. a* 

log P = 1,1201055 +2 % a 



Vienmdxwanzig Eck. 

Das vierzehn Eck. 



25° 4*2 ; 51 3 " 
154° 17' 8$« 

0,4450419.r ' 
0,6484008— 1 r 
2,2469806. a 
0,3515993+% a 
2,190644 l.a 

- 0,3405718+% a 

15,3345084. a« 
1,1856699+2 log* 



Das fünfzehn Eck. 



Das sechszehn Eck. 



1. 




a = 


24° 


22<>30' 


2. 




9 = 


156° 


157° 30' 


3. 


r; 


a = 


0,4158234. r 


0,3901806. r 






hg* s= 


0,6189089— l+%r 


0,5912656— l+%r 


4. 


a; 




2,4048672. a 


2,5629155.a 






%r» 


0,3810983+% a 


0,4087343+%a 


5. 


a; 


P = 


2,3523150. a 


2,5136698. a 






%P = 


0,37 14955 +%a 


0,4003081 +%a 


6. 


a; 


f = 


17,6423629. a* 


20,1093580. a' 








1,2465567+2 %a 


1,3033982+2 log* 



X. 
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Das siebzehn Eck. 



Das achtzehn Eck. 



Gegeben : 


Gesucht : 




1. 




a = 


21° 10*35^' 


20° 


2. 




9 s 


158«49'24f*« 


160° 


3. 


r; 


a = 


0,3674990. r 


0,3472964. r 






%a = 


0,5652561 — l+/o-r 


0,5407003— l+logx 


A 


A * 




2,72 10969. a 


2,8793853 . a 






/ogrr = 


0,4347440+/oya 


0,4592998+ log* 


5. 




/» = 


2,6747652. a 


2,8356409. a 






%P = 


0,4272856+/o#a 


0,45265 1 2 +log* 


6, 


a; 


F = 


22,7355038. a* 






' * 


logF = 


1 ,356 7046 -j- 2 log a 


1.4068937-4-2 los* 


• 




Das neunzehn Eck. 


Das zwanzig Eck. 

• 


1. 




a = 


18° 56' 50f*" 


18° 


2. 




9 = 

•* 


161° 3' 9-^" 


162» 


3. 




a = 


0,3291892. r 


0,31 28690. t 






%n = 


0,5 1 74455 — 1 ~\-log r 


0,4953625— l+logr 


4. 


a; 




3,0377692. a 


3,1962266.a 






logt = 


0,4825548+/o£a 


0,5046375 + /o#a 


5. 


«; 




2,9963380. a 


3,1568758. a 






logp = 


0,4765908+%a 


0,4992575-f/©£a 


6. 


a; 


** = 


28,4652110. a» 


31,5687575.0* 






%F = 


1,4543143+2 hg* 


1,4992574-4-2 log* 
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Gi*.ben: 



Das einundzwanzig Eck. 
Gesucht: 



Das zweiundzwanzig Ikk. 



1. 




OL = 


17° 8*34?" 


16° 21' 49^" 


2. 




9 = 


162°51'25£" 


163°38'10f^' 


3. 


/; 


a = 


0,2980846. r 


, 0,2846296. r 






loga = 


0,4743394— t+%r 


0,4542801 — l+/<#r 


4. 


a; 




3,354/ 557. a 


OKI O^OO „ 

3,5133383.a 






los r = 


0,5256609 +log* 


0,5457 199 4- loga. 


5. 


a; 


p = 


3,3i 72859. a 


3,4775776. a 






log V = 


0,5207828+/©£a 


0,5412768+/o#a 


6. 


a; 


F = 


34,8315014. a 5 


38,253353 l.a 5 






%F = 


1,5419722+2 %a 

• 


1,5826695 + 2 log* 

t 






Dia flrAinnr 

i 


iwam'te Erk 




1. 




a = 


15'39' 7H" 


15° 


2. 




<p 23 


164° 20' 52^" 


165° 


3. 


r; 


a =s 


0,2723333. r 


4 0,2610524. r 






%a = 


0,4351007— t+logr 


0,4167276 — I+/03T 


4. 


a» 




3,6719752. a 


,3,8306488. a 






logt = 


0,5648997+%a 


0,5832723+%a 


5. 


a; 


^ = 


3,6377743. a 


3,7978771. a 






%P = 


0,5608357 +%a 


0,5795409+/o»-a 


6. 


a; 


F =x 


41,8344045. a 1 


45,5745246.a 4 






hgF = 


1,6215336+2 %a 


1,6587221+2 log* 



E 2 
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VU. Der Kreis. 



A) Cyclometrische Hülfszahlen. 

a) Annähernde Werth e für die Verhältnisse des Durchmessers zur Peripherie, zur 
Flache des Kreises und zum körperlichen Inhalt der Kogel. 

1) Das Verhaltnifs des Durchmessers zur Peripherie = 
1:* 

= 1 zu 3/141592653589 793238462643 383279502884 197169399375 
105820974944 592307816406 286208998628 034825342117 
067982148086 513282306647 093844609550 58226136.... 
oder logarithmisch, wie: 

0 zu 0,497149872694133854351268.... 

Dieses Verhaltnifs wird annähernd ausgedrückt durch: 



T- 



22 
7 

333 
106 
355 
113 
103993 
33102 
104348 
33215 
208341 
66317 
31268!) 
99532 
833719 



3/142 • • 

3,14150.... 

3,1415929.... 

3,1415926531.... 

3,1415926539.... 

3,1415926535.... 

3,1415926536.... 

3,141592653581.... 
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2) Das Verhiltnü* des Quadrats des 

1 xu 0,785396163397.... 
oder logarithmisch, wie: 

10 in 9,8950898814.... 



Dieses Verhältnis wird annähernd ausgedrückt durch : 

3 



4 
4 

5 



0,75 
0,8 



2 = 0,7777.... 

|i = 0,7857.... - . 

^jj = 0,78538..., 
355 

=x 0,7853982.... 

* 

3) Das Verhällnifs des Durchmessers zm Seite eines Quadrats, dessen Fläche 
der Kreisfläche gleich wäre = 
1 zu 0,886226925453.... 
oder logarithmisch, wie: 

10 in 9,9475448.... 

s 

Dieses Verhol tnus wird annähernd ausgedrückt durch: 

■g = 0,87.... 
8 

_ n UQö 

y — XßfOOO .... 
TjJ = 0,88o .... 

39 

0,8863 .... 
= 0,8861.... 
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4) Das Verhäftnifs des Cubus des Durchmessers zum körperlichen Inhalte der 

Kugel = 

1 zu 0,523198775593.... 
oder logarilhmisch, wie: 

10 zu 9,7189986223.... 

Dieses Verhältnils wird annähernd ausgedrückt durch: 

± = 0,5 

11 N 
rr— ES 0/5233 .... 

üi = 0,5233 

i = 0,5236.... 
233 

g| = 0,5235.... 
, «. . s2 0,o235 .... 

Anmerkung. Ueber die anendlichen Reihen, durch welche das Vcrhältnif« des Durchmessers tum 
Umkreise ausgedrückt wird, siehe den betreffenden Artikel in der trigonometrischen Abteilung 
dieses Werke*. 



b) Multipla und Quolienlen von *. 

aa) Werlhe von n* 

2«= 6,283185307180 6* = 18,849555921539 

3*= 9,424777960769 7* = 21,991148575129 

4 * es 12,566370614359 8 * = 25,132741228718 

5* = 15,707963267949 9«'= 28,274333882308 
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bb) Werlte von ~ 

| = 1,570796326793 

| = 1,047197551197 

J = 0,785398163397 

J = 0,628318530718 
5 

£ = 0,523598775599 
~ =» 0,44*798950513 
| = 0,392699081699 
^ = 0,349065850399 

cc) Werlhe von - 
i = 0,318309886184 
| = 0,636619772368 
- = 0,954H29658551 

5t 

i = 1,273239544735 




1,591549430919 



- = 1,909859317103 

SC 

l = 2,228169203287 
~ = 2,546479089470 
| = 2,864788975654 



dd) Multipla von j 

j.l = 0,785398163397 
j.2 = 1,570796326795 
£.3 = 2,356194490192 
j.4 = 3,141592654590 
|.5 = 3,926990816987 
j.6 = 4,712388980385 
4-7 = 5,4977871437S2 
y.8 = 6,283185307179 
T-9 = 7,068583470577 



ee) Hluitipla von 







0,079577471546 






0,159154943092 






0,238732414638 


i-4 
4* 4 

Jr» 




0,318309886184 
0,397887357730 
0,477464829276 






0,557042300822 
0,636619772367 


E- 9 




0,716197243913 



ff) Mullipla von ^ 

£l = 0,523598775598 

£.2 ca 1,047197551197 

£.3 « 1,570796326795 

J.4 « 2,094395102393 
o 

J.5 = 3,617993877991 
0 

-.6 = 3,141592653590 
o 

£.7 = 3,665191429188 
jr.8 = 4,188790204786 
J.9 = 4,712388980385 



gg) Mullipla von 

Jj* . 1 = 0,261799387799 
-£■«.2 = 0,523598775598 
-V* . 3 = 0,785398163397 
Jyn.4 = 1,047197551197 
^x.5 = 1,308996938996 
= 1,570796326795 
= 1,832595714594 
^«.8 =?= ^094395102393 
^«.9 = 2,356194490192 



hl») MulÜpla von 2J/1 

2]/^ . 1 = 0,1283791670% 
2|/^^.2 = 2,256758334191 
2]/i.3= 3,385137501287 
21/^1.4 = 4,513516668382 
2 J/^i- . 5 == 5,641895835478 
2]/i.6 = 6,770275002573 
2j/i.7a= 7,898654169669 
2]/^. 8 = 9,027033336764 
21/^.9 = 10,155412503860 

3 

ii) Mullipla von Vi* 

Kjir.l = 0,805995977008 
l/|*.2 = 1,611991954016, 





.3 




2,417987931025 




.4 




3,223983908033 


Kl* 


.5 




4,029979885041 




.6 




4,835975862049 




.7 




5,641971839058 


3 

1/1* 


.8 




6,447967816066 


Ki*.9 




7,253963793074 
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3 

kk) Multipla von J/^L 

l/^j.l as 1,240700981799 
1.2 = 2,481401963598 
]/^i-).3 ss 3,722102945396 

3 

yJl^A = 4,962803927195 

3 

j/^JL)^ s= 6,203504908994 
}/^L).6== 7,444205890792 
|/^).7 == 8,684906872592 
]/^_L).8 Ä 9,925607854390 
|/(ij).9 = 11,166308836189 



11) 

log nat a = 
= 

** = 

log «* s= 

logV* 



v\ = 

3 

3 

n - 



Angaben. 
0,497149872694 
9,502850127306—10 
1,144729885849 
9,869604401090 
0,994299745388 
31,006276680003 
1,491449618082 
1,772453850906 
0,248574936471 

0,564189583548 

0,560499121638 

1,464591893338 ' 
0,165716624231 

0,805995977008 
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c) Verwandlung der' Winkel in Bogen, 
aa) Tafel der Bogenlängen für den Halbmesser = 1. 



1) Die Grade. 



2) Die Minuten. 



1° 

2° 

3° 

4° 

S° 

6° 
7 o 

8° 
9° 
10° 
20° 
30° 
40° 
50° 
60* 
70° 
80° 
90" 
100° 
110« 
120° 
130° 
140» 
150° 
160° 
170° 
ISO 0 
270° 
360° 



0,01745329 
0/03490659 
0,05235988 
0,06981317 
0,08726646 
0,10471976 
0,12217305 
0,13962634 
0,15707963 
0,17453293 
0,34906585 
0,52359878 
0,69813170 
0,87266463 
1,04719755 
1,22173048 
1,39626340 
1,57079633 
1,74532925 
1,91986218 
2,09439510 
2,26892803 
2,44346095 
2,61799388 
2,79252680 
2,96705973 
3,14159265 
4,71238898 
6,28318531 



1' 
2' 
3' 
4' 
5' 
6/ 
V 
8' 
9' 
10' 
20' 
30' 
40' 
50' 



0,00029089 
0,00058178 
0,00087266 
0,00116355 
0,00145444 
0,00174533 
0,00203622 
0,00232711 
0,00261799 
0,00290888 
0,00581776 
0,00872665 
0,01163553 
0,01454441 



3) Die Secunden. 

1" = 0,00000485 
2" = 0,00000970 
3" = 0,00001454 
4» = 0,00001939 
5" = 0,00002424 
6" = 0,00002909 
7" = 0,00003394 
8« = 0,00003879 
9" = 0,00004363 
10» = 0,00004848 
20" = 0,00009696 
30« = 0,00014544 
40" = 0,00019393 
50" = 0,00024241 
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Anmerkung. Ausführliche Tafeln für die Längen der Kreisbogen gicht Lambert Suppl. tab. lög- 
et trig. Tab. XXIII. auf 27 Decim.il - Stellen für jeden einzelnen Grad. Desgleichen Cagnoli 
Trigon. rttt. et sph, Tab. AA. 



bb) Einzelne Hülfszahlen. 



t 


arc = rad 


— 


57° 17' 44" 48«' 22»v 29 v 21 VI 


2. 






57», 2957795129 


3. 




= 


206264«, 806247 


4. 


%1° 




8,2418773676—10 


5. 


logV 




6,4637261172 — 10 
• 


6. 


lag VI 




4,6855748668—10 


7. 


, 180° 
lag — 




1,7581226324 = log 57°, 2957795W9 


8. 


, 10800' 
lag % 




3,5362738827 


9. 


, 648000" 

h s — z — 




5,314425133)1 = log 206264«, 806247 



Anmerkung. Alle anf die Functionen des Kreises sich beziehenden Formeln und Reihen finden 
ihre Stelle in de« analytischen Trigonometrie und sind dort 



F 2 
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B) Berechnung der Linien und Fliehen bei dem ganxen Kreise. 
Es sei der Flächeninhalt eines Kreises = F 



seine Peripherie = p 

der Durchmesser as d 

der Halbmesser = r 



Gesucht: 

1. r; F=r 5 * = 3,14 1592653590. r* 

logF = 0,4971498726+2 logt 

2. d; F=z%&* = 0,785398163397. d» 

logF = 0,8950898815—1+ 2%d 

3. p; ^^i* = 0,079577471546. p« 

logF =* 0,9007901360— 2+2 hg v 

4. r; p as 2r* = 6,283185307180. r 

log $ sb 0,7981798684 +%r 

5. d; p = d* = 3,141592653590. d 

%p ■= 0,4971498726+/og-d 

6. F f p = 2 l/F* = 3,544907701812. J/F 

/ojp = 0,5496049322+1 %F 

7. d;. r = £d 

8. p; r s I.E. — 0,159154943092. p 

/<#r = 0,2018201323— l+%p 

9. Fj r b= |/? =t 0,564189583548. l/F 

% r = 0,7514250636— 1 + J fo*F 

10. r; = 2r 

11. p; </ = E = 0,318309886 184. p 

Jopd = 0,5028501273— l+%p 

12. F; d = = 1,128379167096. l/F 

/o^d =s 0,0524550595+1 fc^F 
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Zusatz. 

* » 

Zur Erleichterung der häufig vorkommenden Kreisrechnungen dient, da wo 
keine größere Genauigkeit erforderlich ist, folgende Tafel, welche die Flächen der 
Kreise für den Durchmesser von 1 — 1000 enthält 





er. Fläche. 




Fläche. 1 


L 'Urcürncssor« 

1mm ^tmw mmm vvw w * 


Flächf. 


1 

* 


0,785 


31 

V SV 


754,7 


61 




2 

m* 


3/141 


32 


804,2 


62 


3019 


3 


7,067 


33 


855,2 


63 


3117 


4 


12,57 


34 


907,8 


64 


3217 


5 


19,63 


35 


962/0 


65 


3318 


6 


28/27 


36 


1018 


66 


3421 


7 


38/48 


37 


1075 


67 


3525 


8 


50,26 


38 


1134 


68 


3631 


9 


63,61 


39 


1194 


69 


3739 


10 


78,53 


40 


1256 


70 


3848 


11 


95,02 


41 ' 


1321 


71 


3959 


11 


113,1 


42 


1385 


72 


4071 


13 


132,7 


43 


1452 


73 


4185 


14 


153/9 


44 


1520- 


74 


4300 


15 


176,7 


45 


1590 


75 


4417 


16 


201/1 


46 


1662 


76 


4536 


17 


226,9 


47 


1735 


77 


4656 


18 


254,4 


48 


1809 


78 


4778 


19 


283,5 


49 


1885 


79 


4901 




314/1 


50 


1963" 


80 


5026 


21 


346,3- 


5t 


2043 


81 


5153 


22 


380,1 


5* 


2124 


82 


528a 


23 


415/5 


53 


2206 


83 


5419 


24 


452/3 


54 


2290 


84 


5541 


25 


490/8 


55 


2376 


85 


5674 


26 


530/9 


56 


2463 


86 


5808 


2T 


572,5 


57 


2551 


87 


5944 


28 


615,7 


o» 


2642" 


88 


6082 


2» 


660,5 


59 


2734 


89 


6221 


30 


706,8 


60 


2827 


99 


6361 



Digitized by Google 



— 46 — 



Durchmesser. 


Fläche. 


Durchmesser. 


Fliehe. 


Durchmess 


er. Fläche. 


91 


6503 


126 


12468 


161 


20358 


92 


6647 


127 


12667 


162 


20611 


93 


6792 


128 


12867 


163 


20867 


94 


6939 


129 


13069 


164 


21124 


95 


7087 


130 


13273 


165 


21382 


96 


7237 


131 


13478 


166 


21642 


97 


7389 


132 


13684 


167 


21903 


98 


7542 


133 


13892 


168 


22167 


99 


7697 


134 


14102 


169 


22431 


100 


7853 


135 


14313 


170 


22698 


101 


8011 


136 


14526 


171 


22965 


102 


8171 


137 


14741 


172 


23235 


103 


8332 


138 


14957 


173 


23506 


104 


8494 


139 


15174 


174 


23778 


105 


8659 


140 


15393 


175 


24052 


106 


8824 


141 


15614 


176 


24328 


107 


8992 


142 


15836 


177 


24605 


109 


9160 


143 


16060 


178 


24884 


109 


9331 


144 


16286 


179 


25164 


110 


9503 


145 


16512 


180 


25446 


111 


9676 


146 


16741 


181 


25730 


112 


9852 


147 


16971 


182 


26015 


113 


10028 


148 


17203 


183 


26302 


114 


10207 


149 


17436 


184 


26590 


115 


10386 


150 


17671 


185 


26880 


116 


10568 


151 


17907 


186 


27171 


117 


10751 


152 


18145 


187 


27464 


118 


10935 


153 


18385 


188 


27759 


119 


11122 


154 


18626 


189 


28055 


120 


11309 


155 


18869 


190 


28352 


121 


11499 


156 


19113 


191 


28652 


122 


11689 


m m mm 

157 


19359 


192 


28952 


123 


11882 


158 


19606 


193 


29255 


124 


12076 


159 


19855 


194 


29559 


125 


12271 


160 


20106 


195 


29864 
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er. Fläche. 


196 


30171 


197 


30480 


198 


30790 


199 


31102 


200 


31415 


201 


31730 




32047 


203 


32365 


204 


32685 


205 


33006 


206 


33329 


207 


33653 


208 


33979 


209 


34306 


210 


34636 


211 


34966 


212 


35298 


213 


35632 


214 


35968 


215 


36305 


216 


36643 


217 


36983 


218 


37325 


219 


37668 


220 


38013 


221 


38359 


222 


38707 


223 


39057 


224 


39408 


225 


39760 


226 


40114 


227 


40470 


228 


40828 


229 


41187 


230 


41547 



Durchmesser. Flache. 



231 


41909 


232 




233 


4%38 


234 


43005 


235 


43373 


236 


43743 


237 


44115 


238 


44488 


239 


44862 


240 


45^38 


241 


45616 


242 


45996 


243 


46376 


°44 


46759 


245 


47143 


246 


47529 


247 


47916 


248 


48305 


249 


48695 


250 


49087 


251 


49480 


252 


49875 


253 


50272 


254 

«HS-B 


50670 


255 


51070 


2£)6 


51471 


257 


51874 


258 


52279 


259 


52685 


260 


53092 


261 


53502 


262 


53912 


263 


54325 


264 


54739 


265 


55154 



Durchmesser. 


Fläche. 


266 


55571 


267 




268 


56410 


269 


56832 


270 


57255 


271 


57680 


272 


58106 


273 


58534 


274 


58964 


275 


59395 


276 


59828 


277 


60262 


278 


60698 


279 


61136 


280 


61575 


281 


62015 


282 


62458 


283 


62901 


284 


63347 


285 


63793 


286 


64242 


287 


64692 


288 


65144 


289 


65567 


290 


66051 


291 


66508 


292 




293 


67425 


294 


67886 


295 


68349 


296 


68813 


297 


69279 


298 


69746 


299 


70215 


300 


70685 
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Durchmesser. 


Fläche. 


Durchmesse 


t. Fläche. 


Durchmesser. 


Fläche. 


301 


71157 


336 


88668 


371- 


108102 


302 


71631 


337 


89196 


372 


108686 


303 


72106 


338 


89727 


373 


109271 


304 


72583 


339 


90258 


374 


109858 


305 


73061 


340 


90792 


375 


110446 


306 


73541 


341 


91326 


376 


111036 


307 


74022 


342 


91863 


377 


111627 


308 


74506 


343 


92401 


378 


112220 


309 


74990 


344 


92940 


379 


112815 


310 


75476 


345 


93482 


380 


113411 


311 


75964 


346 


94024 


381 


114009 


312 


76453 


347 


94569 


382 


114608 


313 


76944 


348 


95114 


383 


115209 


314 


77437 % 


349 


95662 


384 


115811 


315 


77931 


350 


96211 


385 


116415 


316 


78426 


351 , 


96761 


386 


117021 


317 


78923 


352 


97313 


387 


117628 


318 


79422 


353 


97867 


388 


118236 


319 


79922 


354 


98422 


389 


11S847 


320 


80424 


355 


98979 


390 


119459 


321 


80928 


356 


99598 


391 


120072 


322 


81433 


357 


100098 


392 


120687 


323 


81939 


358 


100659 


393 


121303 


324 


82447 


359 


101222 


394 


121922 


325 


82957 


360 


101787 


395 


122541 


326 


* 83468 


361 


102353 


396 


123162 


327 


83981 


362 


102921 


397 


123785 


328 


84496 


363 


103491 


398 


124410 


329 


85012 


364 


. 104062 


399 


125036 


330 


85529 


365 


104634 


400 


125663 


331 


86049 


366 


105208 


401 


126292 


332 


86569 


367 


105784 


402 


126923 


333 


87092 


368 


106361 


403 
404 


127555 
128189 


334 

335 


87615 
88141 


369 
370 




107521 


405 


128824 
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r. Flache. 


Durchmesse 


r. Fläche. 


Durchmesser. 


Fläche. 


406 


129461 


441 


152745 


476 


177952 


407, 


130100 


442 


153438 


477 


178700 


408 


130740 


443 


154133 


478 


179450 


409 


131382 


444 


154830 


.479 


180202 


410 


132025 


445 


155528 


480 


180955 


411 


132670 


446 


156228 


481 


181710 


412 


133316 


447 




482 


182466 


413 


133964 


448 


157632 


483 


183224 


414 


134614 


449 


158337 


484 


183984 


415 


136265 


450 


159043 


485 


184745 


416 


135917 


451 


159750 


486 


185507 


417 


136572 


452 


160459 


487 


186272 


418 


137227 


453 


161170 


488 


187037 


419 


137885 


454 


161883 


489 


187805 


420 


138544 


455 


162597 


490 


188574 


421 


139204 


456 


163312 


491 


189344 


422 


139866 


457 


164029 


492 


190116 


423 


140530 


458 


164748 


493 


190890 


424 


141195 


459 


165468 


494 


191665 


425 


141862 


460 


166190 


495 


192442 


426 


142530 


461 


166913 


496 


193220 


427 


143200 


462 


167638 


•497 


194000 


428 


143872 


463 


168365 

* www , 


498 


194781 


429 


144545 


464 


169093 


499 


195564 


430 


145220 


465 


169822 


500 


196349 


431 


145896 


466 


170553 


501 


197135 


432 


146574 


467 


171286 


502 


197923 


433 


147253 


468 


172021 


503 


196712 


434 


147934 


469 


172756 


504 


199503 


435 


148616 


470 


173494 


505 


200296 


436 


149301 


471 


174233 


506 


201090 


437 


149986 


472 


174974 


507 


201885 


438 


150673 


473 


176716 


508 


202682 


439 


151362 


474 


176460 


509 


203481 


440 


152053 


475 


177205 


510 


204282 



t. G 



Digitized by Google 



- 50 - 





■er« I^lS' o Ii o • 


Durchmesser. 


Fläche. 


Durchmesser. 




511 


205083 


546 


234139 


581 


265119 


512 


205887 ' 


547 


234998 


582 


266033 


513 


206692 


548 


235858 


583 


266948 


514 


207499 


549 


236719 


584 


267864 


515 


208307 


550 




585 


268788 


516 


209116 


551 


238447 


586 


269702 


517 


20992H 


552 


239313 


587 

» 


270623 


518 


210741 


55.1 


240181 


588 


271546 


519 


211555 


554 


241051 


589 


272471 


520 


212371 


555 


241922 


590 


273397 


521 


213189 


556 


242794 


591 


274324 


522 


214008 

mm lIlAfL» 


557 


243668 


592 


275253 


523 


214829 

mm 4 ^ ' • « ' 


558 


244544 


593 


276184 


524 


215651 


559 


245422 


594 


277116 


525 


216475 


560 


246300 


595 


278050 


526 


217300 


561 


247181 


596 


278985 


527 


218127 


562 


218063 


597 


279922 


528 


218056 


563 


248946 


598 


280861 


529 


219786 


564 


2 49832 


599 


281801 


5.10 


2^0618 


565 


250718 


600 


282743 


53 t 


221451 


566 


251607 


601 


283686 

mm v n r\J\ i\w 


532 


2^2286 


567 


252496 


602 

U \J mm 


284631 


533 


223122 


568 


253388 


603 


285577 


534 


223960 


569 


254281 


604 


286525 


535 


224800 

mm mm ~W \J W 


570 


255175 


605 


287475 


536 


225641 


571 


256072 


606 


288426 

r^J'M mm\ß 


537 


226484 


572 

\> 9 mm 


256969 


607 




538 


227328 


573 


257868 


608 


290333 


530 


228174 


574 


258769 


609 


AmxJ A mmiJxJ 


540 


229022 


575 


259672 


610 


29^246 

mw\-f mm mm *W\ß 


54 t 


229871 


576 


260576 


611 

\ß A Mi 


293205 


542 


230721 


577 


261481 

mm\ß l » 4 


612 


294166 


543 


231573 


578 


262388 


613 


295128 


544 


232427 


579 


263297 


614 


296091 


545 


233282 


580 


264207 


615 297057 
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Durchmesser. 


Flüche. 


Durchmess 


er. Flache. 




ar. Fliehe. 


616 


298024 


651 


332852 


686 


369605 


617 


298992 


652 


333875 


687 


370683 


618 


299962 


653 


334900 


688 


371763 


619 


300933 


654 


335927 


689 


372845 


620 


301907 


655 


336955 


690 


373928 


621 


302881 


656 


337985 


691 


375012 




303857 


657 


339016 


692 


376098 


623 


304835 


658 


340049 


693 


377186 


624 


305815 


659 


341083 


694 


378276 


625 


306796 


660 


342119 


695 


379366 


626 


307778 


661 


343156 


696 


380459 


627 


308762 


66 k 2 


344196 


697 


381553 


628 


309748 


663 


345236 


698 


382649 


629 


310735 


664 


346278 


-699 


383746 


630 


311724 


665 


347322 


700 


384845 


631 


312714 


666 


348368 


701 


385945 


632 


313706 


667 


349415 


702 


387047 


633 


314700 


668 


350463 


703 


388150 


634 


315695 


669 


351513 


704 


389255 


635 


316692 


670 


352565 


705 


390362 


636 


317690 


671 


353618 


706 


391470 


637 


318690 


672 


354673 


707 


392580 


638 


319691 


673 


355729 


708 


393691 


639 


320694 


674 


356787 


709 


394804 


640 


321699 


675 


357847 


710 


395919 


641 


322705 


676 


358908 


711 


397035 


642 


323712 


677 


359970 


712 


398152 


643 


324722 


678 


361034 


713 


399272 


644 


325732 


679 
680 


362100 


* 714 




645 


326745 


363168 


715 


401515 


646 


327759 


681 


364237 


716 


402639 


647 


328774 


682 


365307 


717 


403764 


648 


329791 


683 


366379 


718 


404891 


649 


330810 


684 


367453 


719 


406020 


650 


331830 


685 


368528 


720 


407150 
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Durchmesser. 


Fläche. 


Durchmesser. 


Fläche. 


Durchmesser. 


Fläche. 


721 


408282 


756 


448883 


791 


491408 


722 


409415 


757 


450071 


792 


492651 


723 


410550 


758 


451261 


793 


493896 


724 


411686 


759 


452452 


794 


495143 


725 


412824 


760 


453645 


795 


496391 


726 


413964 


761 


454840 


796 


497640 


727 


415105 


762 


456036 


< 797 


498891 


728 


416248 


763 


457234 


798 


500144 


729 


417392 


764 


458433 


799 


501398 


730 


418538 


765 


459634 


800 


502654 


731 


419686 


766 


460837 


801 


503912 


732 


420835 


767 


462041 


802 


505171 


733 


421985 


768 


463246 


803 


506431 


734 


423137 


769 


464453 


804 


507693 


735 


424491 


770 


465662 


805 


508957 


736 


425447 


771 


466872 


806 


510222 


737 


426603 


772 


468084 


807 


511489 


738 


427762 


773 


469298 


808 


512758 


739 


428922 


774 


470513 


809 


514028 


740 


430084 


775 


471729 


810 


616299 


741 


431247 


776 


472947 


811 


516572 


742 


432411 


777 


474167 


812 


517847 


743 


433578 


778 


475388 


813 


519123 


744 


434746 


779 


476611 


814 


520401 


745 


435915 


780 


477836 


815 


522681 


746 


4370S6 


78t 


479062 


816 


522962 


747 


438259 


782 


480280 


817 


524244 


748 


439433 


783 


481518 


818 


525528 


749 


440609 


784 


482749 


819 


526814 


750 


441786 


785 


483981 


820 


528101 


751 


442965 


786 


485215 


821 


529390 


752 


444145 


787 


486451 


822 


530680 


753 


445327 


788 


487688 


823 


531972 


754 


446511 


789 


487926 


824 


533266 


755 


447696 


790 


490166 


825 


534561 
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Durchmesser. 


Fläche. 


8*26 


535858 


827 


537156 


828 


538456 




539757 


830 


541060 


831 


542365 


832 


543671 


833 


544979 


834 


546288 


835 


547599 


836 


548911 


837 

V/V f 


550225 


838 


551541 
552858 


839 
840 


554176 


841 


555497 


842 


556819 


843 


558142 


844 


559467 


845 


560793 


846 


562122 


847 


563451 


848 


564782 


849 


566115 


850 


567450 


851 


568786 


852 


570123 


853 


571462 


854 


572803 


855 


574145 


856 


575489 


857 


576834 


858 


578181 


859 


579530 


860 


580880 



Durchmesser. Fläche. 



SM 


582232 


862 


583585 


863 


584940 


864 




865 


587654 


866 


589014 


867 


590375 


868 


591737 


869 


593102 


870 


594467 


871 


595835 


872 


597204 


873 


598574 


874 




875 


601320 


876 


602695 


877 


604072 


878 


605450 


879 


606830 


880 


608212 


881 


609595 


882 


610980 


883 


612366 


884 


613754 


885 


615143 


886 


616534 


887 


617926 


888 


619321 


889 


620716 


890 


622113 


m 


623512 


892 


624913 


893 


626314 


894 


627718 


895 


629123 



Durchmesser. 


Fläche. 


896 


630530 


897 


631938 


898 


633348 


899 


634759 


900 


636172 


901 


637587 


902 


639003 


903 


640420 


904 


641839 


905 


643260 


906 


644683 


907 


646107 


908 


647532 


909 


648959 


910 


650388 


911 


651818 


912 


653250 


913 


654683 


914 


656118 


915 


657554 


916 


658993 


917 


660432 


918 


661873 


919 


663316 


920 


664761 


921 


666206 


922 


667654 


923 


669103 


924 


670554 


925 


672006 


926 


673460 


927 


674915 


928 


676372 


929 


677830 


930 


679290 




Durchmesser. 


Fläche. 


Durchmesser*. 


Flüche. 


Durchmesser. 


Flache. 


931 


680752 


955 


716302 


979 


752757 


932 


682215 


956 


717803 


980 


754296 


933 


683680 


957 


719306 


98t 


755836 


934 


685146 


958 


720810 


982 


757378 


935 


686614 


959 


722315 


983 


758921 


936 


688084 


960 


723822 


984 


760466 


937 


689555 


961 


725311 


985 


762012 


938 


691027 


962 


726842 


986 


763560 


939 


692502 


963 


728353 


987 


765110 


940 


693977 


964 


729867 


988 


766661 


941 


695455 


965 


731382 


989 


768214 


942 


696934 


966 


732899 


990 


769768 


943 


698414 


967 


734417 


991 


771324 


944 


699896 


VOO 


735936 


992 


772882 


945 


701380 


969 


737458 


993 


774441 


946 


702865 


970 


738981 


994 


776001 


947 


704352 


971 


740505 


995 


777563 


948 


705840 


972 


742031 


996 


775127 


94H 


707330 


973 


743559 


997 


780692 


950 


708821 


974 


745088 


(VQÜ 


782259 


951 


710314 


975 


746619 


999 


783828 


952 


711809 


976 


748151 


1000 


785398 


953 


713305 


977 ' 


749685 


- 




954 


714803 


978 


751220 







C) Berechnung der Linien und Flächen bei einzelnen Theüen 

des Kreises. 

i 1 

Es sei der Radius dos Kreises . = r 

ein Winkel am Mittelpunkte in Graden ausgedrückt = 9 

die zu diesem Winkel gehörige Sehne = a 

deren perpendiculärer Abstand vom Mittelpunkte =. m 

der korrespondirende Kreisbogen = b 

der Pfeil des Abschnittes — f 

I V 
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1 » 



- 55 - 

die Fläche des Kreisausschnitte« (Sectors) = T 

die Fläche des Kreisabschnittes (Segments) =s S 

es werde ferner der Winkel von 206264 Secunden, bei 
welchem der Bogen dem Radius gleich ist, ausge- 
drückt durch s= ß 

4 

Gegeben: Gesucht: 

1. r, cp; 6 = ^.r - - 

o » *9 <pa 

X m ' b = ISO» cos W m ~ ^T^> 
4 * A — **P f ^ 

' 9; ~~ 180° (1— «w*9) 2a»*» i ;<p 

5. r, a ; * = 7^. aresin^ = — . arc sin ^ 

> f *r m 2r m 

6. r, m; b = ttt- . arc cos — = — . arc cos — 

Ju t fi r 

r , *r r— f 2r r— f 

7. r, 1: 0 = rr^-r.arccos — p— = — .arc cos — 

8. a, m; b = ^. l/(*a«+m'>. arecos " +m .) = 



7 arcc0, l/(!a*+m«) 

* a»-f-4f a 4af a a 4-4f a . 4af 

10. T, r; 6 = ii 

11. r, b; 9 = -—-- 

12. r, a; cp = 2 arc sin ± 



21 

13. r, m; 9 e= SarrcM™ 

• - T — f 

14. r, f; 9 = 2 arc cos — — 
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15. 


r, m; 






17. 


9» »i 


18. 


9> Vi 


19. 


9, m; 


20. 


9, U 


21. 


9» T; 


22. 


9i S; 


23. 


b, T; 




a, ul| 


25. 


f; 


26. 


9, bj r 


27. 


9, »; 


28. 


9» m; 


29. 


9, f; 


30. 


9, T; 


3t. 


9, S; 

■ 


32. 




33. 


*, f; 


34. 


9> b; 


35. 


9» »; 



- 56 - 

a = 2 W—m') 

tf = 2 1/(2 rf—P) 

a _ 360».«»iy.b _ 2 l ti.b^|gi 

*9 9 
a = 2r mi £9 
a = 2m tang £9 
a = 2f co/ {9 



2T 
r = T" 

»»-f4f» 

r «9 9 

2 *w f 9 
m 

~~ COS\<f 

f _ f 

r 1 — cos^cp 2 9 



- 



• 1 



- 1/7 360». S \ = 1/7 2|uS \ 
r ~~ r U9—180 0 «/»9/ *\ \9— /»«W 



m 8T - 

lHQo.cftf}9'b _ b/u <x» I9 

*9 9 
m =x jaco/ 49 
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36. <p, r; m = rcos J9 

,- _ t „ fco* 4-4» f. cös?t? 

1 — cos £ 9 2 J- 9 

38. <p, T; » = „„{,1/(^1) = «,,.„,1/13: 

40. a, r; / = r — l/(r*— -J a 9 ) 

41. a, in; / = ]/(i« 5 -t-m a )— m 

42. 9, b; 180»(1 — CO*|<p) _ 360"5iV|y _ 

«9 »9 . 9 

43. 9, a ; y =t | a lang' £ 9 , 

44. 9^ /= r(l — aw J9) =s 2r5»» 5 {q> - 

45. /= m<1 ~?"l , ' ) =^^ 

co* * 9 cos £ 9 



46. 9,T; /= sin^l/^^^sJn^l/^ 

47. 9,S; /= «»k<V L 9 -Twsi tl J = «"*?K(^nb) 



48. b, r; T=jbr 

49. 9, r, ^.r - ^ 

* Ä; r:= 1440» Ä Li9- a5 = 8.»«Vi<P 

51. 9, m ; J , = 3W i* j J l ,^'» Sss j^ J j 9 

u _ r. 7» _ *? r, _ <P 

9, », — 360°. «w l £9 ~~ 2/ti//i s |9 

53. r, a; T = arcsm -.arcsm — 

54. r, m ; T = «rc «/»J— i 1 . 7^ = - . arc sin 

r 180° ju r 



55. r, fj arcsm w 180° = ~ arc$m , 

1. H 
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56. a, f, 7*- ^^Jq^'-SifTTSÖ^^ \r~HT-) ^""""tf+rt 

57. <p,»,r; *=36Ö5 3 

58- *M, ' 9 - TW V+4f; 16?^ 

59. b, a, r; In fbr— }«|/(4r"— »>) 

60. »f| *=^(^_« Bq ,)=|r'(?-«* v ) 

61. „,.; S = «■( U40 .'1, |1 , -; «* = {«'($-«1 ! v) 

62. 5 = Im' fe'^'.f 9 ) = jm'(™^T) 

63. 9 , f, $ - t<\ I80»*m^9 J * f U« f i9 > 

64. r, a; .V = ~ . arc **vi ^ — J a }/(4 r' — a') = 

65. r, m; 0 {$ft arc sin r > — m — in J ) = 

/ii r 

66. r, f; S = ^ . arc s» t K- (2r f f ~ -- (r-f) V& rf — P) = 

/a'+4f»V 1 . 4af " a(a l — 4P) 

= \-W-J srpSF iüT- 

Anmerkung. Wenn der gegebene Mittelpunktswinkel o neben den Graden auch Minuten, Secun- 
deu u. s. \t. enthält, »o ist es nothwendig, diese Minuten, Secunden u. ». tv. zuvor ab Dreimal- 
bruch eines Grades Auszudrücken, oder den ganzen Winket v in Minuten, Secunden u. *. w. ru 
toi wandeln. In letzterem Falle müssen dann in allen Formeln, welche Functionen von e> ent- 
halten, die Zahlen 1440". 360*. 180*. 90* zuvor durch MultipÜcation mit 60 oder 3600 u. s. w. 
gleichfalls in Minuten oder Secunden verwandelt werden. 
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Bei der 

rkent 



ist gleichfalls ru 

daf» doreelbe >u ST, 795.... ansunehmm ur, »oheM man die Minuten, feunH« 

u. t. w. des Winkel« «p al» Droimnlbruch eiue* Gräfte* au^i**! rückt hat; 
daf» hingegen derseH* *u 2Ü62»i4" zugenommen wird, sobald der gau/.e Winkel f 



brauch die 



leichter Berec 
um Schlüte 



Zand 1. 
Tafel für Kreisabschnitte. 

hnung der Kreissegmente dient folgende Tafel, zu deren Ge- 
brigefügte Anmerkung Anleitung giebt. 



Lance* 


Fläche 


Linee 




Lingc 


Fläche 

■ 




des 






11t > 




Pfeils. 


Segments. 


nein». 




Pfeil* 


SlMrill/ 1 !! 1 V 




■ xiitimnm 


oo 

SS 


o,oo r > >o 50 

0,0058806 


44 


0.0159851 


1 

* 


0,0000537 




45 


* 


0,0001518 


24 


D.tH)<i->r>f»3 


46 


0.0165158 


.1 


0,0002787 




() .OOhhhOO 


47 


fi,0170V>0 


A 

** 


0,0004290 


26 


0.00 7 0<)14 


48 


0.0175937 


5 


0,0005993 


27 


0,0074704 




0.0181407 


6 


0,0007879 


28 




50 


0,0186930 


7 


0,0009922 


29 


0,0083106 


51 


0,0192506 


8 


0,0012118 


30 


0,0087414 


52 


0,0198135 


9 


0,0014456 


31 


0,0091793 


53 


0,0203814 


10 


0,0016926 


32. 


0,0096241 


54 


0,0209544 


lt 


0,0019521 


33 


0,0100756 


x55 


0,0215325 


14 


0,0022236 


34 


0,0105339 


, 56 


0,0221155 


13 


0,0025065 


35 


0,0109986 


57 


0,0227034 


14 


0,0028003 


36 


0,0114698 


58 


0,0232963 


15 


0,0031047 


37 


0,0119473 


59 


0,0238939 


16 


0,0034193 


38 


0,0124311 


60 


0,0244963 


17 


0,0037436 


39 


0,0129211 


61 


0,0251034 


18 


0,0040775 


40 


0,0131171 


62 


0,0257151 


19 


' 0,0044207 


41 


0,0139190 


63 


0,0263316 


20 


0,0047728 


42 


0,0144269 


64 


0,0269525 


«1 


0,0051336 


43 


0,0149406 


65 


0,0275781 
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Länge 


Fläche 


Länge 


Fläche 


Länse 


Flüche 


des 


des 


des 


des 


des 


des 


Pfeils. 


Segments. 


Pfeils. 


. Segmente. 


Pfeils. 


Soemcnls. 


66 


0,0282081 


99 


0/&12818 


132 


0,0781117 


67 


0,0288425 


100 


0,0520440 


133 


0,0789751 


68 


0,0294814 


101 


0,0528096 


134 


0,0798412 


69 


0,0301246 


102 


0,0535787 


135 


0,0807100 


70 


0,0307722 » 


103 


0,0543510 


136 


0,0815816 


71 


0,0314241 


104 


0,0551267 


137 


0,0824558 


72 


0^0320802 


105 


0,0559057 


138 


0,0833328 


73 


0,0327405 


106 


0,0566880 


139" 


0,0842124 


74 
75 


0,0334051 


107 


0,0574735 


140 


0,0850946 


0,0340737 


108 


0,05s-2(,23 


141 


0,0859795 


76 


0,0347465 


109 


0,0590542 


142 


0,0868671 


77 


0,035423,1 


110 


0,0598494 


143 


0,0877572 


78 


0,0361042 


III 


0,0606478 


144 


0,0886500 


79 


0,0367891 


112 


0,0014493 


145 


0,0895453 


SU 


0,0374780 


113 


0,0022539 


146 


0,0904432 


Hl 


0,0381708 


114 


0,0630617 


147 


0,0913437 , 


82 


0,0388675 - 


115 


0,0638725 


148 


0,0922407 


83 


0,0395681 


116 


0,0646864 


149 


0,0931522 


84 


0,0402725 


117 


0,0655034 


150 


0,0940602 


80 


0,0409808 


Iis 


0,0663234 


151 


0,0!)49707 


86 


0,0416929 


119 


0,0071464 


152 


0,0958837 


87 


0,0424086 


120 


0,067972 i 


153 


0,0907992 ' 


88 • 


0,0431282 


121 


0,0688014 


154 


0,0977171 


89 


0,0438515 


122 


0,0090334 


155 


0,09S<,375 


»0 


0,0445784 


123 


0,0704683 


1.56 


0,0995603 


91 


0,0453090 


124 


0,0713061 


157 


0,1004855 


92 


0,0460432 


125 


0,0721468 


158 - 


0,1014131 


93 


0,0407810 


126 


0,0729904 


159 


0,1023431 


94 


0,04752*3 


127 


0,0738369 


160 


0,1032755 


9f> 


. 0,0482672 • 


128 


0,0746826 


161 


0,1042102 


96 


0,0490157 


129 


0,0755384 


162 


0,1051473 


97 


0,0497676 


130 


0,0763934 


163 


0,1060867 


98 


0,0505230 


131 - 


0,0772512 


164 


0,1070284 
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61 — 


■ 




Länge 


Fläche 


Länge 


Fläche 


Länge 


Fläche 


des 


des : 


des 


des 


des 


»les 


Pfeils. 


Segments. 


Pfeils. 


Segments. 


Pfeils. 


Segments. 


165 


0,1079725 


198 


0,1403451 


231 


0,1748251 


166 


0,1089187 


199 


0,1413609 


232 


0,1758992 


167 


0,1098675 


200 


0,1423786 


233 


0,1769749 


168 


0,1108183 


201 


0,1433980 


234 


0,1780522 


169 


0,1117716 


202 


0,1444195 


235 


0,1791312 


170 


(VI 137270 


203 


0,1454428 


236 


0,1802116 


171 


0,1136846 


204 


0,1464680 


237 


0,1812938 


172 


0,1146445 


205 


0,1474951 


238 


0,1823774 


173 


0,1156066 


206 


0,1485241 


.239 


0,1834626 


174 


0,1 16570«» 


207 


0,1495549 


240 


0,1845494 


175 


0,1175374 


208 


0,1505875 


241 


0,1856377 


176 


0,1185061 


209 


0,1516220 


242 


0,1867276 


177 


0,1194769 


210 


0,1526583 


243 


0,1878190 


178 


0,1204499 


211 


0,1536964 


244 


0,1889119 


171» 


0,1214250 


212 


0,1547363 


245 


0,1900064 


ISO 


0,1224023 


213 


0,1557780 


246 


0,1911023 


181 


0,1233817 


214 


0,1568215 


247 


0,1921998 


182 


0,1243632 


215 


0,1578667 


248 


0,1932987 


183 


0,1253468 


216 


0,1589138 


249 


0,1943992 


184 


0,1263324 


217 


0,1509626 


250 


0,1955011 


185 


0,1273302 


218 


0,1610131 


251 


0,1966045 


186 


0,1283100 


219 


0,1620654 


252 


0,1977094 


187 


0,1293019 


220 


0,1631194 


253 
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875 


0)2978532 


876 


0,9286939 


877 


0,9295317 


878 


0,9303666 


879 


0,931 19S6 


880 


0,9320276 


881 


0,9328536 


882 


0,9336766 


883 


0,9344966 


884 


0,9353136 


885 


0,9361275 


886 


0,9369383 


887 


0,9377461 




0,9385507 


889 


0,9393522 


890 


0,9401506 





WO 


Länge 


Fläche 


des 


des 


Pfeils. 




891 


0,9409458 




0,9417377 


893 


0,9425265 


894 


0,9433120 


895 


0,9440943 


896 


0,9448733 


897 


0,9456490 


898 


0,9464213 




0,9471904 


900 


0,9479560 


901 


0,948*7182 


902 


0,9494770 


903 


0,9502324 


904 


0,9509843 


905 


0,9517328 


906 


0,9524777 


907 


0,9532190 


908 


0,9539568 


909 


0,9546910 


910 


0,9554216 


911 


0,9561485 


912 


0,9568718 


913 


0,9575914 


914 


0,9583071 


915 


0,9590192 


916 


0,9597275 


917 


0,9604319 


918 


0,9611325 


919 


0,9618292 


920 


0,9625220 


921 


0,9632109 


922 


0,9638958 


923 


0,9645767 



Länge 


Fläche 


des 


des 


Pfeils. 


Segmente. 


924 


0,9652535 


925 


0,9659263 


926 


0,9665949 


927 


0,9672595 


928 


0,9679198 


929 


0,9685759 


930 


0,9692278 


931 


0,9698754 


932 


0,9705186 


933 


0,9711575 


934 


0,9717919 


935 


0,9724219 


936 


0,9730475 


937 


0,9736684 


938 


0,9742849 


939 


0,9748966 


940 


0,9755037 


941 


0,9761061 


942 


0,9767037 


943 


0,9772966 


944 


0,977S845 


945 


0,9784675 


946 


0,9790456 


947 


0,9796186 


948 


0,9801865 


949 


0,9807494 


950 


0,9813070 


951 


0,9318593 


952 


0,9824063 


953 


0,9829480 


954 


0,9834842 


955 


0,9840149 


956 


0,9845400 
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I 















Länge 


Fläche 


Läime 


Fläche 


Lange 


Fläche 


des 


des 


des 


des 


des 


des 


Pfeils. 


Segments. 


Pfeils. 


Segments. 




Segments. 


957 


0/9850594 


972 


0,9921131 


987 


0,9974935 


958 


0,9855731 


973 


0,9925296 


988 


0,9977764 


959 


0/9860810 


974 


0,9929386 


989 


0,9980479 


960 


0,9865829 


975 


0,9933400 


990 


0,9983074 


961 


0/9870789 


976 


0,9937337 


991 


0,9985544 


962 


0/9875689 


977 


0,9941194 


992 


0,9987882 


963 


0,9880527 


978 


0,9944970 


993 


^9990078 


964 


0,9885302 


979 


0,9948664 


994 


0,9992124 


965 


0,9890014 


980 


0,9952272 


995 


0,9994007 


966 


0/9894661 


981 


0,9955793 




0,9995710 


967 


0,9899244 


982 


0,9959225 


997 


0,9997213 


968 


0,9903759 


983 


0,9962564 


998 


0,9998482 


969 


0,9908207 


984 


0,9965807 


999 


0,9999463 


970 


0,9912586 


985 


0,9968953 






971 


0,9916894 


986 

• 


0,9971997 







Anmerkung. Der Gebrauch dieser Segmcntcntafel setzt voraus, dafs, aufscr dem Durchmesser des 
Kreises, noch der Pfeil de* Segments gegeben soy. Die Tafel selbst i»t für einen Durclirocsser 
=: 1000 berechnet, dessen Fläche zur Einheit angenommen bt. 

Der gegebene Pfeil f wird daher jedesmal mit 1000 jnultiplicirt und durcli den gegebenen 
Durchmesser d dividirt. 

Wird die daraus erhaltene Zahl in der Cohxmnc: Länge des Pfeils aufgesucht, so ht die 
derselben in der Cohxmne: Fläche des Segments corrcspondirciidc Zahl der Factor, mit wel- 
chem die Fläche eines Kreises von dem Durchmesser d multipltcirt werden mulV, um die wirk, 
liebe Fläche des Segments für den Pfeil f t, 



Zahl =s 
_ A» 



1000 f _ 
venu d — 

die der Zahl m 



so üt die Fläche dos 



Zusatz 2. 

Näherungsformeln für Bogen, Ausschnitte und Abschnitte des Kreises. 

Wenn der Halbmesser eines Kreises = r 

eine dem L. 9 correspondirende Sehne desselben = a 

. der zu derselben gehörige Bogen = b 

der Pfeil der Sehne = f 
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ein Perpendikel von dem Endpunkte des Halbmessers 
auf den, den L. <p einschliefsenden anderen Halb* 
messer (d. h. der Sinus des Z. 9 für denHadius = r) = q 
die Fläche des Kreisausschnitts «= T 

— des Kreisabschnitts = S 

bo finden folgende einfache Formeln statt, die eine in den meisten Fällen hinrei- 
chend genaue Annäherung an die wahren Werthe gewähren. 

Gegeben: Gesucht: 
1. a. q; b = — ~i 



br 

~ , 3b-j-q 

3. b, q; a = — 

4. a, b; 9 = 4a — 3b 
f, r . a . q; 7=11^ 



6. r,a; 2T = fTBr-J^ir^ 

7. r. a. q; ^ = [r(a— q) 

8. r. a: * = J a[2r— l/^r*—^] 

9. a, f; £ = ?a.f 

Sämmllicke Formeln selben, um brauchbar zu seyn, voraus, dafs der *£. q> 
kleiner als 90" sey. 

Z u s a t z 3. 
Parallele Sehnen im Kreise. 
Wenn in einem Kreise awei parallele Sehnen a und b nebst deren senkrech- 
tem Abstände c gegeben sind, so wird der Halbmesser dieses Kreises durch folgende 
Formel ausgedrückt: 

I»*— c*)*4-b«c') 
r — 2c 
Oder wenn der Halbmesser r und die beiden Sehnen a und b gegeben sind, 
so ist deren Abstand: 

c = \ V(S r l — b* — + 2 V* b 2 — 4 r* (o l -f a a — 4 r s )) 
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Zweiter Abschnitt 



Formeln zur körperlichen Geometrie. 



* i 

i 

i 
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I. Der Würfel. 

s sei der körperliche Inhalt eines Würfels = V 

seine Oberfläche = O 



seine Seite 

Gegeben : Gesucht : 

1. a; " V = a* 



2. 0; ^= °J/^ » 0,0680414.1/0» 

/ojV = 0,8327732-2-f 

3. a; Os 6a 5 

4. V; 0 = 6]/V» 



5. V; a = i/V 



6. O; a = j/^ =0,4082483.1/0 



%a = 0,6109244—1 -{-^ 



H. Das Prisma. 



A) Das gerade Prisma überhaupt. 

Es sei der körperliche Inhalt des geraden Prisma ss V 

seine Seitenfläche = S 



seine gesammle Oberfläche 





»eine Grundfläche 




= F 




deren Umfang 




= p 




die Huhc des Prisma 




= h 




ijcgcDcn . 


Gesucht: 






1. F, h; 


V = F.h 






*• Pi n; 


a = p.h 




• 


3. S, F; 


0 = S+2F 




- 


4- V,h; 


v 


r 


- 


5. S, h; 


s 

' = e 




■ 


6. V, F; 






% 


7. S, p; 


P 





Zusatz. 

Das schiefe Prisma. 

Die Formeln 1. 4. und 6. gelten gleichfalls -für das schiefe Prisma. 
Ist statt der senkrechten Höhe des Prisma eine der Seitenlinien = m be- 
nebst dem Neigungswinkel == q>, welchen eine der Seitenflächen gegen die 
Grundfläche macht, und den ebenen Winkel = den diese Seitenfläche enthält, so 
wird die senkrechte Höhe ausgedrückt durch: 

h s= m sintp ii7ii}> 

Ist hingegen eine Seitenlinie m bekannt, ferner die beiden ebenen Winkel 
a und ß, die diese Kante mit den zwei anslofscnden Seiten der Grundfläche macht," 
nebst dem Winkel y, den diese beiden Seilen der Grundfläche zwischen sich ein- 
schliefsen, so wird die senkrechte Höhe des Prisina ausgedrückt durch: 

*~~ V \ siny / 

Die Formeln 2. 3. 5. und 7. hingegen, haben keinen Bezug auf das schiefe 
Prisma, in welchem Seitenfläche und Oberfläche nicht durch allgemeine Ausdrücke 
darzustellen sind. 
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B) Das rechtwinkliche Parallelepiped. 

Es sei der körperliche Inhalt eine« recht winkliehen Parallelepipeds = V 
seine ganze Oberfläche =0 
die drei Dimensionen des Parallelepipeds = a, bnndc 



Gegeben : 


Gesucht: 


1. a, b, c; 


F ^ abc 

* 


2. 0, a, b; 


(0 — ab) ab 


ö. a, o, c, 


\J — - m \ai> ~j~ ac - ]- ut ^ 


4. V, a, b; 


_ S(.+b)V + .'b' 
ab 


5. V, b, c; 


* 

V 

a== b7 


6. 0, b, c ; 


0— bc 

" - 2(b+c) 


7. V, 0, b; 


2V — Ob + )/|(Y— Ob—2b s )4V-j-0'b'J 
* ^ 2b 2 



C) Das schiefwinkliche Parallelepiped überhaupt. 

Es seien die drei Kanten eines Parallelepiped«, die in einer 

Ecke desselben zusammenstoßen = a, b und c 

die drei ebenen Winkel, die von diesen drei Linien 

unter sich gebildet -werden, nach der Reihe = a, ß und y 
der körperliche Inhalt des Parallelepipeds =s V 

die Oberfläche desselben =s O 

die Neigungswinkel der drei in jener Ecke zusam- 

menslofsenden Grenzflächen, nach der Reihe s= 9, *f» und % 
die beiden Diagonallinien des Körpers = f und c 

die Flächen der beiden Diagonalschnitte = F und G 

die Neigungswinkel dieser beiden Flächen gegen die 

Grundfläche =3 6 und * 

die Seiten der Diagonalschnitte, welche Diagonalen 

der Gränzflächen des Körpers sind = p und q 

In sämmtliehcn Formeln werden a, b, c, a, ß, y als gegeben betrachtet. 

KS 
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Gesucht: 

1. F = ±*bcV\sm>(i+?+y)sin\{<x+y— P)««^«-^— ?•)««■} (.J-f?—»)] 

2. O = 2 (ab j/7/a+ac wip+bcw/y) 

3. * = ]/(^;^j- yT u)«v.;( a +r-w) 

8 • " \ sin a sin $ / 

4 . sin n, =r 1/7?» - ^+y-")*fal(«+^-y)) 

r \ sin a. sin 3 / 

r \ smusmp / 

f» l f = }/(a l 4-b a +c'+2 ab tw a-f-2 ac ms ,«+2 bc <w r ) 

7. i = l/(a 5 + b a 4-c 2 +2ab to* «— 2ac cos ,4—2 bc «w ;») 

8. J F = c l/[a a «'«'p-t-b* *i«*y+2ab («««-««:! 

!». ( G =± c Kta 2 «>' 5 Ji+b' «« l y+2ab {cosp cosy—cosuj] 

... ( , acosy—bcosü — cosn (a rosii — brosy) 

10. i cos 6 = = i , x/ 

1 a |/^[a a i/w* ^— f- b* i/«* y -f- 2 ab u — cos ;i co* y)\ 

i etwa (a co.*3-{-b cosy) — acosy—bcosl 

11. f «ms • 



«« a j/la* ««'ß-f-b 2 sJn*y-}-%Bb{cos.J cos y — -cos«)] 

12. ( /> = V / (a , +b l -f-2abco*a) 

13. ( 7 = W-f !>'— 2ab«w«) 

D) Der Rbombocder. 

Es sei bei einem von sechs congrucnlcn Rhomben eingeschlos- 
senen Rbombocder der körperliche Inhalt = V 
die Oberfläche = O 
jede der Kanten = a 
der ebene Winkel der einschlicfscndcn Rhomben = u 
der Neigungswinkel der Gränzfl .leben gegen einander =s q> 
die beiden Diagonallinien der Gränzflächen = p uud q 
die beiden Diagonallmicn des Körpers = f und g 
die Flächen der Diagonalsehnitle := F und G 
der ebene Winkel der Diagonalschnitle = <o 

Gegeben: Gesucht: 

1. a, «; V as 2a'l/«»'« «« > s 



2. p, q; y= 2q 2 K(3p'-^ 
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3. a, a; 0 = 6a 1 sina 

4. p, q; O = 12pq 

6. p, q; = P t Jj^ 

7. a, «*; ( / == a}/(3-}-G«M«) 

8. ( =s a Vfa — 2 cosa) 

9. p, q; ( / = ]/ Wq-3tf ) 

10. | * = W+3q')_ 

U. ü, ex; ( F = a 1 «« J u. J/(2-f-4 cwu) 

12. i G = a' Jf» | « . 1/(2— 4»M«) 

1». 'Jt; mfw = — 

cos -J « 

16. P, q; «mw = - t ^~-1|— - 

17. a, u; ( /? = 2a«w ju 
IS. ( 7 = 2a«i/# J« 
lf». p, q; a = l/<p»+q») 
20. p,q; ( Äa --?EL 



p* q 2 

«■ - )~" 

Anmerkung. Awführlicliere Untersuchungen über dicscu, krystallographi^Ii -wichtigen, Körper 
giebt J/«mj Biimens de Mineralogie 1801. . ' 

E) Das schief abgeschnittene Prisina. 

Es sei die Grandfläche eines geraden Prisma von n Seiten, durch Transver- 
salen von einem der Winkelpunkte aus in Dreiecke «erlegt, deren Au zahl n — 2 



— 78 — 

Der Flächeninhalt des ersten dieser Dreiecke sei = A und die drei demsel 
ben zugehörigen Konten des Prisma = a, b und c 

Der Flächeninhalt des zweiten Dreiecks = B und die drei zugehörigen Kan- 
ten = a, c und d 

" Der Flächeninhalt des dritten Dreiecks m= C und die drei Kanten ss a, d und c 
u. «. w. so ist: 

y = l±|+£.A + *J^±i.B+'-±§±£.C+.... „...w. 

Ist das Prisma zugleich ein schiefes, und der Neigungswinkel der Kanten ge- 
gen die Grundfläche = q> so ist: 



III. Die Pyramide. 

A) Die Pyramide im Allgemeinen, ohne Rücksicht auf Zahl und 

Gröfse der Seiten. 

Es sei der körperliche Inhalt einer Pyramide = V 

deren Grundfläche = F 

die perpendiculäre Höhe = h 

Gegeben : Gesucht : 

1. F, h; V = JF .h 

2. V, h; F = ^ 

«. n 

3. V, F; A = T 



Anmerkung. Die Seitenfläche einer Pyramide kann nicht durch 
da diu Dreiecke, aus welchen sie zusammengesetzt ist. 



B) Die gerade Pyramide. 

Es sei der körperliche Inhalt einer gerader. Pyramide von n Seiten = V 

deren Seitenfläche =s S 

deren Oberfläche ~ O 

jede Seite der Grundfläche = a 
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die senkrechte Höhe 

jede Seitenlinie (Kante) der Pyramide 

die ebenen Winkel, welche die Kanten an der Spitze mit 

einander machen 
dieNeigungswinl 

die Neigungswinkel der Seitenflächen gegen 
die Neigungswinkel der Kanten gegen die Grundfläche 

Gegeben: Gesucht: 

1. ., h; ^= -fVa'hcof^.n 

^180» 

2. a,k; ^=lV.^^.K(^-•~^)• 

sin- 

n 

cot* — .tang\a. 

3. ., «; Fm*&*. " .n 

4. a, p; f=£tf.tangp.cot*^.* 

sm* \a . tang \ a . cot* 

5. k, a; 7= |k'. : 



']/(l-COt' i -^.tO„g*\a) 



6. ., h; £ = ~W n 

n 

7. a, k; J^jal/tk'-ia»).« 

8. a, o; S = {a'.aXja.n 

9. a, /3; 5= -|a'iecp.(»i-^.n*-j^-.n 
10. k, a; £ = Jk'iwa.n 



17. 


a, h; 


18. 


a, <*; 


19. 


n. ßi 


20. 


a, ö; 

t 


21. 




22. 


k, a; 


23. 




24. 


k, «; 



180° 

1 2. a, <3 ; As Ja /a«* 0 . co* — 

13. a, a; h = -Ja. "^/"(eot* \ a — CO/ 5 

14. a, 5; A = % & tang 8 cosec 

15. ' k, «; A as k.]X(«>^{«-co/^.«Vi«) 

16. k, 13; A = k -j-^p 



sin 
Ii 



K("''''~- h? -K al ) 



. 1*0° 

J/« 

n 



k ss -44- = £a com? -J-a 

* = ^a. 1/(1 +/aJ V 'p. CO*' ~) 
A = |a^6.«wc^~ 



0 = 2k sin \<t 

2k 

a s= 



1 / ( ls()°\ 
J/ ^ 1 -f- /fl//^-* ß . cos* — J 

a — 2 k cos 6 . sin 
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25. a, k; 

26. o, h, 

27. «; 

28. 3; 



29. a, k; 

30. a. h; 

31- P; 

32. 6; 



33. a, k; 



34. «; 

35. |3 ; 

i 

i. 



cosß 



180° 



cosß sss 



ii 



1/f • , ISO 0 .. , , , , 181 r\ 



180« t 
fang 6 



cos . 



2k 



18Ö 5 



a.«n 



180° 



cof |a = tcmgß.cos 
tang\a = 



180° 




180" 



COS 



180° 



CO* |a 




(l+*a^V«w*^) 
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38. b, k; sin 6 = £ 

39. ß; tang 6 = tang ß . cos 

1// . „180" ,180« , ~~\ 

40. «; = — *-&sfT ' 

Anmerkung 1. Der Begriff einer geraden Pyramide Ut hier in dem Sinne genommen, dafr die Py- 
ramide gleichseitig tey und eine regulire Figur cur Grund/läche habe. 

2. Die Ober fliehe der Pyramide wird au* den Formeln 6 — 10 gefunden, wenn nun den- 
selben die Grundilächc liinruFiigt. Es ist daher «tet»: 

. . 180° 
OssS-Ha««* 1 — .n 

- 

C) Die dreiseitige schiefe Pyramide. 

Es sei der körperliche Inhalt einer dreiseitigen Pyramide = V 

deren sechs Kanten s= a, b, c, d, e und f 
ei ebenen Winkel, welche drei in einer Ecke 

a, b und c bilden = «, ß, y 



Gegeben: Gesucht: # 

1. a, b, c j V = Z*bc] /[sin%{<x+ß+y).sw\(u+y— ß). ' 

2. a, b, c / P = £ abc co* s ß— 2 cosa cos ß cos y) 

«» y ) 

3. a, b, c, | F = £ l/[ c «d l (a s -j-b tt -|-c»+n— c>— d*) + a«e» * 

• (««-fc'-^+e»— b»— f*)— a*b*d a — a»c a f — ' 

• — b'c'e 8 — d«e*P] 
Anmerkung. Die den Tetraeder betreffenden Formeln siehe reguläre KSrper. 



D) Die abgekürzte Pyramide. 

a) Abgekürzte Pyramiden, ohne Rücksicht auf die Gestalt der Grundfläche. 

Es sei der körperliche Inhalt einer abgekürzten Pyramide = V 

die Piacheninhalte der beiden Grundflachen b A und B 
das Verhältnils der correspondirenden Seiten in der grös- 
seren und kleineren Grundfläche es m:n 
die perpendiculäre Höhe der abgekürzten Pyramide = h 

Gegeben: Gesucht: 

1. A, B, h; f= *h(A+I/AB-{-B) 

2. A,B,m:n; ^ = |AB (l+£+^) 

3. V,B,h; A = V31^(4V^Bh)-(Bj^6V) 

4. V, B, m : n; A — 



4 



c \t k v r> V* Äh (4 V — AJi)-f 6V— Ah 

5. V, A, n; B =■ 2p 

6. V, A, m:n; B = — 7 — ^ — -jr 

*(»+=+=•) 

3V 

7. V, A, B; A = X+i/AB+B 

Q ad z. \ ' m 1 mV 

8. A, B, m:n; h = A+|/A fl.J,ft 

Anmerkung. Die Seitenfläche einer abgekarrten Pyramide kann nicht durch eine brauchbare all- 
gemeine Formet dargestellt werden, da die Trnpctc. an* welchen sie besteht. Terschicdcne Hö- 



b) Die abgekürzte gerade Pyramide. 

Es sei der körperliche Inhalt einer abgekürzten geraden Pyra- 
mide von n Seiten = V 
deren Seitenfläche = S 

L2 
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deren Oberfläche =* O 

* die Seile der gröfseren Grundfläche = a 

die Seite der kleineren Grundfläche = b 

die perpendiculärc Höhe der abgekürzten Pyramide * p 

die Seitenlinie (Kante) der abgekürzten Pyramide = q 

Gegeben : Gesucht : 

1. a, b, p; V = -Jjp .co/-^- (a*-|-*b-f-b 5 ).n 

2. a, b, q; V * ^ . . (a'+ab+b*) ]/ j> sin* ~ - * (a-b)'] . n 

sin 

n 



3. a, b, p; £ = k-^Qo-V [ P W — + *(a— b)W--J.n 

.«« 

n 

4. a, b, q; 5 = i(a4.b).l/[q»-{(a~b)'] 



5. a, b, q; 



180« 
n 



6. a, b, p; q = 



]/[p.,/„*l^+ 4 (a_b)'] 



. 180° 
sw 



Zusatz 1. 

Neigungswinkel. 

Die Untersuchungen über die Neigungswinkel der Flächen und Kanten rühren 
auf diet>elben Formeln, wie die in B) 25 — 40 gegebenen. Nur ist in Jenen For- 
meln stets: 

für h dessen Werth bei der abgekürzten Pyramide 

für k — — — — — — -^g 

zu substituiren. 
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Z u a a t z 2. 



Oberfläche. 

Ans den Formeln 3. und 4. wird die ganze Oberfläche der abgekürzten Py- 
räffude durcli folccndcn Ausdruck £_ofiindGn i 

c) Die uneigentliche abgekürzte Pyramide. 

» i 

Ein vierseitiger Körper mit parallelen Grundflächen sei so beschaffen, dafs 
dessen vier Kanten nicht in einem Punkte zusammenlaufen, der Körper daher nicht 
als eine abgekürzte Pyramide zu betrachten ist 

Die vier Seiten der einen Grundfläche seien = a, b, c und d 
die denselben parallelen Seiten der anderen Grundfläche = a', b'. c' und d' 
die Seiten a und b, oder a' und b' schliefe«! einen Winkel ein, welcher = <* 
die Seiten a und d, oder a' und d' hingegen einen Winkel, welcher = ß 
die senkrechte Höhe zwischen beiden Parallclflachcn sei ferner = h 
so ist der Inhalt des Körpers ausgedrückt durch: 

V = ih^«[a(b+|biH-a'(W-f-ib)]+|h «^(d+ldO-t-c^+ld)] 

Zusatz. 

Wenn die Grundflächen des Körpers Reclangel sind, so erhält derselbe die 
Gestalt eines Pontons. Bei demselben seien: 

zwei Seiten des einen Rectangels = a und b 

die correspondirenden des anderen = a' und b' 

die senkrechte Höhe des Körpers = h 

so ist: F= Jh [a(b'- r »2b)-f-a'(b+2b')J 



IV. Die regulären Körper. 

Es werde für jeden der fünf regulären Körper angenommen : 

der körperliche Inhalt = V 

die Seite der cinschliefsenden Figuren = a 

die Fläche jeder dieser Figuren = F 



der Radius eines um diese Figuren beschriebenen Kreises 
die gesammte Oberfläche des Korpers 
der Radius der, um den Körper zu beschreibenden Kugel 
der ISeigungswinkel der Hgurcn gegen 



A) Der Tetraeder. 

Gesucht : 

a = 2rJ/* = |rl/6 es l,6329931.r 

log* * 0,2129843+Z^r 

= 0,6123724.a 
logx = 0,7870156— i+log* 

9F3 



=^1/3 = 0,5132002.r« 



log\ = 0,7102869— 1+3 logx 



V = = ^a»l/2 = 0,1178511. a 

log\ = 0,0713337— 1-ffcg-a 

f=~^ =}r'K3 e 1,1547005. r* 

hgF = 0,0624693 +2 /<^r 

F = 0,4330127 . a a 

% F =s 0,6365006— 1 +2 hg *\ 

0 = ~1 = fr' 1/3 = 4,6188021. r* 

%0 = 0,6645294+2 logx 
O = a'l/3 = 1,7320508. a* 

%0 = 0,2385606+2 log* 

2rl/2 = 0,9428090. r 

logm = 0,9744237 — 1 +% r 



10. a; maB p3 = 1*1/3 = 0,5773502.8 

logm ss 0,7614394—14-% 

11. 9 s= 70° 31' 44« 



B) Der Hexaeder. 



: 



1. r; a*p^ s }rJ/3 =* 1,1547005. r 



2. a; r = ^T = 0,8660254.3 



log a ss 0,0624693 +&gr 

= 0,8660254 .a 
logt ss 0,9375306— i+^a 



3. 




v — 


8r» 
31/3 ~ 


|HK3 


ss 1,5396007. r» 


4. 


»; 


v = 


a« 




s= 0,1874080+ 3 %r 


5. 




F- 


4r» 

3 


* 


= 1,3333333. r» 


6. 




F=z 


a» 




ss 0,1249387+2 logt 


7. 

& 


»; 


0 zs 
0 =s 


8r» 
6 a» 




« 


9. 
10. 




m = 
m ss 


rl/f ss 
a]/2 


M/6 
V m 


== 0,8164966. r 

= 0,9119543— t+%r 

ss 0,7071068. a 


11. 




£ 9 ss 


90° 


* 


== 0,8494850— l+%a 



C) Der Oktaeder. 

Gegeben: Gesucht: 

1. r; a = t[/2 ss |a 1/2 = 1,4142136. r 

log* ss 0,1505150+fogrr 
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*. a; '-jTl = = 0,7071068.« 

&>;rs 0,8494850—1 +% a 



3. r; f = = 1,33333*5. r 



logV = 0,1249387+ 3 fo#r 



4 a . ss 0/4714045 . a* 

fojV = 0,6733937— l+3%a 

5. r; F = X ^T == 0,8660254. r» 

fo^F as 0,9375306— l+2tojr 

6 a; F= ^ » 0,4330127. a« 

%F = 0,6365006— 1+2% a 

i 

7 r; 0 = 4r»l/3 = 6,9282032. r* 

= 0,8406206+2 Zog r 

8. a; 0 = 2a« 1/3 = 3,4641016.** 

logO = 0,5395906+2 fofa 

9. r , m = rl/1 = *r 1/6 = 0,8164966. r 

/o-m = 0,9119543— l+%r 

10. a; m = = lal/3 = 0,5773502. a 

hgm == 0,7614394— 1+foya 

11 ^. 9 sc 1090 28*16" 

D) Der Dodekaeder. 

Gegeben: Gesucht: 

1. r . q = r( ^^" 1) =|r(1/15-I/3) = 0,7136442. r 

%a= 0,8534818— l+/o$r 

2. a; r = ^i^j =ir(l/15+l/3) = l,40125S5.a 

%r= 0,1465182+fofa 
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3. r; r= **^lyY b) = ^(1/75+1/15) = 2,7851638. r» 

hgVz= 0>4448508 + 3/ojr 

4 - a > ^=ipt~r => s (35+7I/5) = 7,6631189.a« 

hg\=i 0,8844056+ 3 %a 

,' 

5. r; F= t^.]/( 10-2 1/5) = £r» 1/(50—101/5) = 0,8762186. r* 

%F= 0,9426125— 1+2/oyr 

6. a; F= Ja 1 l/(l+| |/5) = 1,7204774. a a 

%F = 0,2356489+2 %a 

7. r ; O = 2 r* l/[5 J/(10— 2 l/5)J = 10,5146223 . r' 

%0 = 1,0217937 + 2 fo^r 

8. a ; G = 15 a a 1/(1 +| 1/5) = 20,6457288 . a* 

/o«-0= 1,3148164 +2 %a 

9. r; W) = '" 1/(10— 2 1/5) = = 0 ,6070619.r 

logm=z 0,7832329— 1 + /o$t 

10. a; msal/d+Vol/5) = Tl,8506508.a 

%m= 0,9297513— l+Zo^a 

11. Z. 9 = 116° 33^54« 

E) Der Ikosaedcr. 

Gegeben: Gesucht: 

i?j a ^rVm=W5) ^ = 1,0514622. 

/<#a = 0,0217937+%r 

2a; r = 1/(10-2 K5) = » a(5 + K5) • V(K^ai/5) = 0,9510565.« 

/o^r= 0,9782063— l+/o»-a 

%V«= 0,4041751 +3 %r 

i. M 
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15—31/5 ~ 



4 ' a ' V = 15-3^5 = #»'(5+1/5) = 2,1816950.a« 

logV = 0,3387940+ 3 %a 



5. rj ^^ ^^op^ (51/3-1/15) = 0,478727 l.r> 

%F= 0,6800880— 1+2 /ogr 

6. a; Fs=^2 s 2,1650635.3« 

log¥=: 0,3354707+2 /o;ra 

7. r; 0 = 6 J^-LS =2r» (51/3— 1/15) = 9,5745414. r» 

/<#0 = 0,9811180+2 %r 

8. a; Oa.25a«l/3 = 43,301 2700. a» 

%0= 1,6365006+2 /o-a 



9. r; m = ^^f^ = \ t V ^-Wo) = 0,6070619 . r 

/<#m= 0,7832329— l+%r 

10. a; m = al/» = Jal/15 = 1,2909946. a 

/oyra = 0,1109243+%» 

11. 9 =138* 11' 23« 



V. Der Cylinder. 

A) Der gerade Cylinder. 

Es sei der körperliche Inhalt eines geraden Cylindcre = V 

dessen krumme Seitenfläche = S 

dessen Oberfläche = O 

der Halbmesser der Grundfläche = r 

der Durchmesser der Grundfläche = d 

der Umfang der Grundfläche = p 

die Höhe des Cylinders s= h 
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Gegeben: Gesucht: 

1. h, r; V = r**h = 3,14 159265. r«h 

hgV = 0,4971499+2 logt+logh 

2. h, d; F = ~t = 0,7*53982. d'h 

hgV = 0^950899-|l+2%d-f-/o-h 

3. h, p; V = ^ = 0,0795774. p'h 

/o# V = 0,0(192099—24-2 bgp+hgh 

4. S, h ; f = = 0,0795774. y 

/<#V = 0,0992099— 2 + 2 logS—logh 

5. S, d; V = ^ 

6. S, r; r = ^ 

7. S, p; > = = 0,0795774. P S 

Yo#V = 0,0992099 — 2+/o#p-f /o^S 

8. O. h; V — — 



9. 


O, d; . 


„ _ (20-*d')d 
~" 8 




10. 


0, r; 


■„ _ (0-2*^ 
■ y — 2 


* t 


11. 


0, p; 


„ (2*0— p')p 
8** 




12. 


O, S; 




") - ' . 


13. 


h, d; 


O = (d+2h)^ = 


1,5707963. (d+2h)d 


14. 


h, r; 


%0 = 
O = (r-fh)2*r = 
%0 = 


0,1961i97+%d-f%(d-f 2h) 
6,283 1853. (r-fh)r 
0,798i798+%r+%(r+h) 


15. 


h, p; 


0 = (£ + h) P = 


(0,1591549. p+h) P 



M 2 
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16. S, h; O = 

17. S, d; Oa S+^-" = S -f 1,5707963. d 1 

18. S, r; O = S+2«« = S+6,2831B53.r» 

19. S, pi 0 = S+£ = S+0,1591o49.p' 

20. V, h; O = 2(£ + K*hv) = ^+3,5449177 VhV 

logV = ^+N(o„S496049 + fo f h +^ V ) 

21. V,d, o = BX^Ü 

22. V,,; O = 

r 

23. v >P; o = 5j!V±e: . 

24. V, S; ö s^L-l-S 

25. I., d; S = *db = 3,1415927. dh 

fojS = 0,4971499+/osd-f-%h 

26. h, r; 5 = 2*rh = 6,2831853. rh 

%S = 0,7981798-f /<sr+/o£h 

27. Ii, p; S = ph 

28. O, h ; S = h 1 1/(2*0 -f:i'l.<)— ah} 

29. O, d; lY=0— ^ = 0—1,5707963. d» 

30. O, r; ^ = 0— 2*r< = 0—6,283 1853. r* 

31. O, p; *=()— El = 0—0,1591549. p* 

32. V, h; 5=2K«I»V = 3,5449077 KhV 

%S = 0,5496049-h ^ h t /OyV 

33. V, d; S = ^ 
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- * 

34. V,r; S=?£ 

35. V, p; S = ^== 12,5663706.^ 

logS = 1,0992099-t-fosV— log V 

36. S, d; Ä ss ^ == 0,3183099. | 

logh = 0,5028501— l+/o*S— logt 

37. S, r; A = A = 0,1591549.? 

%h ss 0,2018199— 1-f %S— fojr 

38. S, p; Ä = 5 

39. 0, «1; h = = 0,3183099. 

40. O, r> h = ^-r = 0,1591549 .y-r 

41. 0, P ; A = £-£=2-0,1591549. P 

43. V, d; * = ^ « 1,8733385. J 

%h = 0,1049100-j-^ V— 2 %d 

44. V, r; h = J = 0,3183099.^ - 

7<#h = 0,5028501— l+/o^V— 2 logt 

45. V, P ; Ä 8 — ^ = 12,5663706.^ 

%h= 1,0992099+%V— 2to£p 

46. V, S; Ä = ^ = 0,0795774.^ 

%h = 0,9007898— 2-f-2 /og-S—% V 
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- 

48. S, h; rf== 1 = 0,3183099. £ 

logd = 0,5028501— 1+%S— hgh 

49. O, h; d = J/^+h«) — h * ]/(0,6300l98.O+M)— h 

50. O, S; rf= 2]/ (^Jp) = 0,7978844.1/(0=5) 

logd = 0,9019400—1+1 log (0— S) 

51. V, h; d = j/^ = 1,1283792 \/\ 

log d = 0,0524551+1 (logX— logh) 
4V 

52. V ; S; dza-g 



53. V, O; 

S S 

54. Svh; r = ~ = 0,1591549. ^ 

logt = 0,2018199— l+/o£S— A#h 

55. 0,h; rz= [/ [ ^ J-^- 

56. O, S; r = ]/(^) = 0,3989422.1/(0=5) 

logt = 0,6009100-1 + .} /o#(0—S) 

57. V, h; r ^ ]/^ = 0,5641896}/^ 

/o-r = 0,7514251 — 1 + {(/<>£ V—/o£h) 

2V 

58. V, S; r = s" 

3 3 



16 V -^1 
27 x 



59. V, O; r = V \ Tx - 

60. 8, h ; p = l 



61. O, h; p = l/*(*0+*h')— »h 
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62. 0, S; p = 1/2* (Ö-fc) « 2,5066281. V(Ö=S) 

feyp = 0,3990899+*/©*(O,-S) 

63. V,h; , = }/^~ 3,5449077. ]/£ 

/<#p = 0,5496048+1 (fofrV— logh) 

64. V, S; p = ^ = 12,5663706.^ 

log P = 1,09920<)9+%V-%S 

3 

65. V, 0; p = K[— 4*'V+2*|/(4**V*_ ^*0*)j+ • 

3 

' + V[- 4*« V— 2*1/(4*» V* - 

B) Der schiefe Cylinder. 

Für den schiefen Cylinder gehen gleichfalls die Formeln 1. 2. 3. 41. 42. 43. 
49. 55. 61. des geraden Cy linders. 

Ist die Axe a des schiefen Cylinders nebst dem Winkel « gegeben, den die- 
gegen die Grundfläche macht, so entstehen daraus folgende'] 



Gegeben: Gesucht: 

1. a, «; h ss: asina 

2. h, a; a sst -r— = h COSCC <* 

an* 

4V V 

3. V, d, a; o ss .* . = 1,2732395. -jr 

d**«/la d* 



im u 



/©#a = 0,1049100-HÄJigV— (Wog d+ log sin«)] 

4. V, a, «; rf = 21/— = 0,1283792 l/-^— 

r namtu V asm* 

hgd ss 0,l(l84946-l-fH^V--(fo^^«)l 

5. d, a, «; ^ s |d**a«yia s= 1,570796.3 • d'a « 

logV z=z 0,1961197+2 %d+fo£a+%.w/i« 

6. p, a, a; ^a= ^..fwa =: 0,0795775 . p* a w* « 

%V == 0,9007903— 2+2 hgp+log*+logsm« 
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Z u s a t x. 

Krumme Seitenfläche dos schiefen Cylinders. 

Die krumme Seil entin che des schiefen Cylinders -wird durch folgende Reihe 
dargestellt : 

- * A 1 1.3 , 1.3«. 5 . 1.3 l .5«.7 \ 

wo m eine Abkürzungsformcl für die Gröfse l-iin'a bedeutet. Also auch: 

„ , /« cos 2 a 3 ats*a 5 cos*a 17b cos* a \ 
S Ä V 4 64 256 40% ) 



Die Oberfläche des schiefen Cylinders wird" erhalten, wenn 
geführten Ausdrucke für die schiefe Seitenfläche noch ~ ab die 
Grundflächen addirt. 

C) Der gleichseitige Cylinder. 

Es sei der körperliche Inhalt eines gleichseitigen Cylinders ss V 

dessen Oberfläche =0 

die krumme Seitenfläche =s S 

der, der Höhe gleiche, Durchmesser s a 

Gegeben: Gesucht: 

1. a; r = *a'* = 0,7853981. a> 

logV = 0,8950899— 1+3% a 

2. S; ^ = == 0,1410474. Sl/S 

logV = 0,1493651-1+—^ 

3. 0; F = *o}/V° = 0,3071059. Ol/Ö~ 

logV s= 0^872882—14-^2 

4. a; O = U** — 4,7123889.a* 

%0 = 0,6732411 +2% a 

5. S; 0 = fS 
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6. V; O =s 31/2V S * = 5,5358106. l/V« 

hgO = 0,7431813+| /o^V 

7 a; = a'* = 3,1415926. a* 

hgS s 0,4971499+2 /b^a 

8. O; iV=fO 

9. V; iS cs 2j/2V»* = 3,6905404. KV* 

%S = 0,5670899+| %V 

i 

10. S; o c= J/? ss 0,5641896. ]/S 

log» = 0,7514250— 1+{ /ogrS 

11. 0; ac= 1/^12 — 0^606589.1/0 

% a = 0,6633794 — 1 + \ hg 0 

3 

12. V ; a = J/^ = 1,0838521 .]/Y 

hg a c= 0,0349700+1 V 

D) Der senkrechte schief abgeschnittene Cylindcr. 

Wenn ein gerader Cyünder durch eine Ebene geschnitten wird, die der Gnind- 
e nicht parallel ist, so entsteht eine Elipse. 

Für den, zwischen beiden Flächen enthaltenen Korper, gelten folgende Formeln : 

Es sei der körperliche Inhalt = V 

die krumme Seitenfläche = S 

die gesammte Oberfläche = O 

die eliptische Durchschnittsflächc = F 

die grofse Axe dieser Elipse = p 

die kleine — — — = q 

der Durchmesser des Cyünder. s = d 

die grätete Höhe desselben =: a 

die kleinste Höhe — = b 

der Neigungswinkel der Durchschnittsfläche gegen die 

Grundfläche = u 

i. N 



Gegeben: Gesucht: 

1. d, a, b; V= -;d'«(a+b) 

2. d, a, «; V = (a — }d tarig «) 

k ( a »-b»)(a -b) 

3. a, b, «; ^ = 4 * 

4. d, a, b; £ = 4d*(a+b) 

5. d, a, « ; S = d* (a— J d u) 

6. a ; b, « ; A = j . ^ (a* — b*) = } * (a' — b*) co*ce u 

7. d, a, b; O = i At [d+2(a+b) + l/^+(a-b) )] 



S. d, a, a; 



0 = i a I [4 0+ a(^Ä)] 



*. , n f" (a — b) . (1 -f-l/1 4 -.v/V/'^ +2 (a + b) « ~\ 
U. a, b, «; 0 = {*(a-b)[L ^ „ J J 



11. d ? a, b; F = id S l/Ld'+(a-bn 



(a — b)* 1/(14-*/«'«) 



13. d, a, b; p = l/[d'4-(a-b)-'] 

14. a, b, «; /> = ^ = (a-b)«*« 

d 

l.h d,.u; = = dseeu 

' cos « 

1(1. d; 7 = d 

17. a, b, u; q = (a— b)«>/cc 

15. b, d ? «; « = b4-d/ff«^u 
III. a. d, «; /> = a — d " 
20. a, b, «; = (a— b)«rf" 



E) Theile eines Cylinders. 

a) Bei einer cylindrischen Rühre sei: 

der äufsere Durchmesser = d 

der innere Durchmesser = d, 

die Dicke der Rohre = f 

die Hohe derselben - = h 

der körperlich lnhall = V 

Gesucht : 

V = *ah(d«-d,') = l*h(d+d,)(d-d,) 

r= *hf(d— o 



Gegeben : 


1 

i ■ 




± 


d, f, h; 


3. 


V, d„ h; 


4. 


V, d, h; 


5. 


V, d, d ; ; 


(.. 


V, d, f; 
» 


7. 


V, d, h; 



*(d+d,)(d-d,) 
j _ v 

Ä — ^(d=?j 

/ = idTK(: dl -S 

b) Bei einem cylindrischen Seclor, der durch zwei in der Axe des Cy- 
linders sirli schneidende Ebenen gebildet wird, sei 

der Winkel, den beide Ebenen am Mittelpunkte einschliefeen = 9 

der Halbmesser der Grundfläche = r 

der körperliche Inhalt des Seclors = V 

die Höhe des Cylinders = h 

seist: r=i + h£L 

Ist der Winkel <p in Minuten gegeben, so wird die Zahl 180 mit 60 u. 8. w. 
mulliplicirt. 

c) Bei einem cylindrischen Segment, das von einer, mit der Axe paral- 
lelen Ebene, abgeschnitten wird, sei 

der Halbmesser und die Höhe des Cylinders wie oben; 

N 2 
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die Sehne des Segments > = » 

der Pfeil des Segments = b 

der Winkel, -welcher jener Sehne am Mittelpunkte correspondirl = 9 



so ist: 



Gegeben : 
1. r, h, 9; 



Gesacht : 

V = Jr'hOji — si/Kp) 

^=ih(£^) 1 .(«p-«iv) 



2. a, b, h, 9} 

i 

Anmerkung. Der Bogen v in Formel 1. und 2. ist vorher iu T heilen des 



d) Bei einem huf förmigen Abschnitte, der von einer willkührlich gegen 
die Grundfläche geneigten Ebene ADEB abgeschnitten wird, sei: 



der Halbmesser der Grundfläche 
die Linie BC 

« 

die Linie Aß 
die Linie BC 

• * 

der körperliche Inhalt 
die gekrümmte Wandfläche 

so ist: 

1. V = ^ [b(3r J — b*)— 3r'(r— a) . arejn 

oder : 

2. V = i [3r 2 (a — r) . arc cos + (3r»— 2ar+a») . l/(2ar— a')] 

und 



= b 

= q 
= V 

= F 




3. /<; = 2 [( a — r) . arc cos + b] 
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VI. Der KegeL 



A) Der gerade Kegel. 

Es sei der körperliche Inhalt eines geraden Kegels = V 

dessen krumme Seitenfläche = S 

die gesammle Oberfläche = O 

der Durchmesser der Grundfläche = d 

der Halbmesser der Grundfläche — r 

der Umfang der Grundfläche = p 

die Seile des Kegels = » 
der Neigungswinkel der Seiten gegen die Grundfläche = <* 

die Höhe des Kegels = h 

Gegeben: Gesucht: 

1. d, h; V = ^d'irh = 0,2617994. d'h 

logV = 0,4179686— 1+2 %d+tosh 



2. d, a; r= Jjd a *l/(a»— Jd*) = 0,2617994 .d» W— 0,25 d») 

logV = 0,4179686— l+2%d+lMaW),25d') 

3. d, a ; V — ^ d 3 * taug « = 0,1308997 . d s taug * 

logV = 0,1169386— 1+3 log d+ log fang« , 

4. p, h; F = = 0,0265258. hp* 

/o#V = 0,4236649— 2+ logh+ i'log p 

5. p, a; ^ = ^ p'W**— «p*) 0,0265258 . p* V(9 l 8606O44a»-^25p' 9 ) 

6. p, a; ^ = TZ ?*'™!*" = 0,0042217 : P «*W£« 

/og-V = 0,6254874— 3+3 logv+logtang« 

7. h, a; V = £*h(a*— h«) = 1,0471976. h(a«— h s ) ; 

hgV = 0,0200286+/o£h+%(a'— h») 

8. h, a ; f = |h»* a»< s a = 1,0471976 . h» cot 9 a 

logV = 0,0200286+3 /og-h+2% cot « 

9. a, a ; = | a* * cos* o */» a = 1,0471976 . a' co** « « 

/o^V = 0/)200286+3%a+2/og'roffa+%«»fiu 
10. r, h; ^= }r«*h s 1,0471976. r»h 

log V = 0,0200286+2 fo*r+%h 
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U. r , a; ^ » l r'*l/(a>— r*) = 1,0471970. r' 

/cyV = 0,0200286 4-2/o#r-Hfo£ 

12. r, «; ^ == £ r 3 * towg a ss 1 ,0471976 . r 3 /<wiy « 

logV — 0,02002864-3 /o#t -}- log longa 

13. S, d; r = A d««l/(^-{d«) = 0,2617994.d. ' 

' . J/(0,4052847 • S s — Qf2p d*) 

14 . S, h; ^ = *«h D/g + x)-^] = Wl976.h. * 

• . [1/(0/1013212 S ? 4-0,25 h«) — 0,5 h«] 

15. S, p; V = &y{ ™-&)=W^ -r- ' 

' • — 0/0253303 p 5 ) 

16. 5, a; r = |]/(a*-^) = 0,l061033.S']/(a*-£) 

18. d, a> O = (2a-j-d) *! = 0,7853982. d (2a 4- d) 

hgO « 0^95089 9— 14-%d4-/of(-2a4-d) 

19. h, O = •d«[d4-2l/(^ s -^)] = 0,7853982.d[d4-2l/(0,25d*-h')J 



o*d4 



log 0 = 0,8950899— 1 4-A_ 

• 4. log [d4-2l/(0,25d 2 — h 5 j] 

% 0 = 0,1961 198 4-2 log d 4- ' 

* 4^2 log COS \a — log COSa 

21. P, h; O = i[l/( F ^4-41r^)4-p] = 0,0795775. p. • 

• . n/(p s -|-39,4784170h 3 )4-p] 

22. p, a; O = (2a 4- j) J- = 0,25p (2a 4- 0,3 183099p) 

hgO = 0,3979400— 1 4- /o^p 4-/0^ (2a 4- 0,3 183099 p) 
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23. p } «; Q = Elf 1 *"»") = . ; g£2£lLf = Q,1609979.E 

y 4*\ «W« / 2 9 COS U 

24. b, a; O = «[a'—h'-f-a ]/(»*— h')J 

«, rV™«U-f 2h a x cos u co* 3 ^ '< 

26. a, a ; O = a' * [co* « (1 + au «)] = 2a« *cos<x cos 1 * a 

27. r, a; 0 = (a-j-r)*r ^ 

28. r, b; O« wr[r+l/(hM-t»)] 

21». r,«; 0 = 1-7^7-; = cos« 

30. d, h; S = |d*l/ad- + h«) = l,5707963.dl/(0,25d'+b') 

fcgS = 0H961198+/flffd+l/of(O,45d»+h 1 ) 

31. d, a; S = ^ = 1,5707963. ad 

/o^S = 0,1961 iy8+%a+/05-il 

32. d, «;" »V = rr~~~~~ = 0,7853982 . 

°** ^ » 4 rosa CO*« 

% S = 0,8950899— 1 -f 2 hg d — %co* u 

33. p ,h; tf = ipK(^ + 4L 0 = (V25pl/(0,1013212p'4-4h'> 

34. p, a; S = J ap 

*5 „ «• .V = t — El— = 0,0795775. 

/o^S = 0,9007903— 2-f 2 hgy — hgcos« 

36 h, a ; S = VV— =? 'V 41 5926 • a l/(a a — b ) 

%S = 0,4971499-4-/^8+} /o£(a>— h'> 

b a *co.*u 
37 - L ' 6 = l_«u»« - 

38. a , «; S = a a *«w« 

39. r, aj £ = *ar _ 

40. r, h; S^irrJ/FFO 

41. r, et, A = — — = r'jwc« 
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«. v. Pi „ i^^-Kpa gsg^ ga 



44. V, h; 



45. h, a; </= 2l/(a 4 — H*) 

46. h, <*; = 2h co/« 

47. a, a ; f/ = 2a cos a 

4S. S, h; </ = }/[_ 2 h' + J/ (!££! + 41.*)] 

49. S, a; rf = ?5 s 0,6366198.- 

«a a 

/o<rd = 0,8038801 — 1+% S— /o^a 

50. S, O; ri = 2 ]/ (^=^j 

51. V, h; rf = 1/tiP = W^IOO.]/^- 

%d = 0,2910157 + ' {logX -logh) 

52. h, a; // = 2s J/(a*— h') 

53. h, « ; P = 2h« CO/ a 

54. a, a ; = 2a« co.v « 

55. S. h; = 1/ [— 2h' «* + 2« 1/(48« + h« «=) J 

2S 

56. S, a; 77 *= + 

a 

57. S, O; /; = 2 1/(0— S)« 

58. V, h; /> = j/(^^ = 6,1399600. j/£ 



/ojp = 0,78si656 + / ^ V 7 / °g h 

59. d. a; h = W — il*) 

60- d. a ; A = i d /ow^sr « 

61. P , a; Ä = |/( a « — = l/(a l — 0^53303 . p») 
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62. p, «; h s= 0,1591549.p/<w£a 

/og-h = 0,2018199— 1-f %p+%/fl»g'« 

63. a, a; A s= * sin <* 



64. S, A; 



67. S, O; 



j. 



* = Kte-S*) = V (»-4052848.|*-0,25.d') 



6«. S ,. : A = Kfr'»'-*) = mMMBB.l^gg^ 



fo-h = 0,502S501 — l+|/o£(a«»*— S*)— %a 



68. V, d; ,h = ^ = 3,8197186.^ 

%h = 0,5820313+/o£V— 2/o$d 

12srV V 

69. V, P; h = i^- = 37,699111S.-^ 

P P 
logrhs l,5763311+/o«-V— 2% P 



71. d. h; a = l/(h*-Kd*> 

d 

72. d, «; a = jr— — 

73. p. h; « = ]/( h * + fe) = l/(h l +ü,0253303.p') 

74 ' P' a " 2Tc^ Ä 0 '^ 591549 'ci; = «4591549. p«r« 

/o^-a = 0,2018199— 1+Ä>#p— 

75. h, a; o = 



+2 co*a) (1—2 etwa) 

0 
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70. S, d; a = ^ = 0,6366198. | 



hg a = 0,8038801 — 1 -f/og-S— hg d 

- 25 
" P 



77. S. p; a 

79. S, 0; « = =-7=== 

80. \, d; a 

V,p, ^ 

82. V,h; ' a = ]/(^ + h') ' 

2h 

T 
d 

2a" 

^ = 6,2831853.- 
P P 
mg a = (),7981798+%h— /o#p 

80. p, a; co*a = JL = 0,1591549. £ 

cov * = 0,2018199 — 1 + log? — hg a 

*- i . h 

8/. h. a; sina = - 

B) Der schiefe Kegel. 



83. 


d, h; 


fang a 


84. 


d, a; 


COS a 


85. 


p. 1>; 


tanga 
1 , 



Es sei der körperliche Inhall eines schiefen KegeLs = V 

der Durchmesser seiner Grundfläche - = d 

die längste Seilenlinie des Kemels = a 

die kürzeste — — — = h 
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die Neigungswinkel dieser beiden Seitenlinien gegen die 

Grundfläche == ß und y 

der Winkel, den diese beiden Seiten an der Spitze des 

Kegels einschließen = a 

Gegeben : Gesucht : 

V == d» J/(2d* a« -J- 2d a b 1 -f- 2a* b* — d* — a« — b«) 
v = -h sin u l/(a l 4-b»—2ab co^a) 

L sin y J 

«»(H-y) 

d = ]/(a*-f b' — 2ab nw«) 



1. 


a . b d • 


2. 


a, b, «; 


3. 


a, P, y; 


4. 


d, i j > y; 


5. 


a, b, «; 


6. 


A y; 


7. 


d, A y\ 


8. 


d, b, y; 


9. 


d, «, ß; 


10. 


d. y; 



a s/w 



sin y 
d j/'/i y 



sin (;3-f-y) 
o = l/(d*+b«— 2dbawy) 

^ d ff 

~ *i»(3+y) 

Zusatz. 

Krumme Seitenfläche des schiefen Kegels. 

t 

Wenn lur Berechnung der krummen Seitenfläche eines schiefen Kegels ge- 
geben isl: der Durchmesser d, die Axe q und der Winkel <p, den dieselbe gegen 
die Grundfläche macht, so wird die Seilcnfläche durch folgende Reihe ausgedrückt: 

* = .;xdl/(i4.+,.w„». [t +i .1 (^-2^)^+ • 

. 1.3.T ) / 1..3.5 , 3.ft.7.m» , 5. 7. 9. m* \ rot* y ] 
"^"06736 V~"i? - n^ 1 n^ / "~5~ * *J 

<> 2 

Diaitized 



■ 

■ 

1 
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d 



wo m eine Abkürzungsformel für 



2q sin <* 



umln - - _ kltetÖld« 



qsma 

(Stöbe Euler ia JVÖv. act. Jcad. Petrop. III. 89.) 

C) Der abgekürzte gerade Kegel. 

Es sei der körperliche Inhalt eines abgekürzten geraden Kegels ss V 

der Durchmesser der beiden Grundflächen = d und d, 

die Seilenlinie ' des Körpers = a 

der Winkel, welchen diese mit der Grundfläche macht == u 

die Höhe des abgekürzten Kegels = h 



Oosuclil * 

1. d, d ; , h; V=z JjnhKd+d^-dd,] = ^(d'+dd j-j-d,») 

2. d, d„ a ; V = Jj* (d«-f-dd,+d,») . K[a 4 -i(d-d;) 4 ] 

3. d, d„ a; ^ = Jj* (d— d,) (d'+dd^d/') rong: a 

■4. d, a, «j f as ^*a Ana (3d*— 6ad a>* a -f" 4a * cos*a) 

5. d, d„ 1. ; S = i* (d+d,) . l/rh'+Kd-d^j 

6. d, d„a; tf^iitatf+d,) 

7. d,d,,„ ; Ä={Ä ö±Wi=±) 

. * cosa 

8. d, a, a; S = *a(d— a«wa) 

9. d, d,,h; O = [2(d-f d,) . Krh'+iCd-d^j+d'+d, 1 ] 
10. d, d„ a; O = {*[(2a-H-f-d,)(d-f-d,)— 2dd,] 

»■ <> = w] = • 

• = i T r d«(2cojra-f l)+d,'(2cOfa— 1) 1 
* L cosa J 

12. d, a, a; 0= 4*[(2a+d)d^-{a «wa(«wa— 2(a+d))] 

13. e!„ a, a; <£ r= d/-j- 2a «Ma # 

14. d„ a, h; d = 2 ]/(*»— h*)-f-d, 
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16. S, d„ a; «* = ??_d, 



23. d, d,, a; 



25. S, d, d,; 



27. V, d, d,; 



na 



17. O, d,, a; d = — 2 ad, — d,* + a») — a 

18. d, a, h; s= d— 2 W— «*) 

«. v, a, h; 4 = KÖl^-t 

20. S, d, a; </, = — d 

21. 0, d, a; rf, = J/(^_ 2ad — d' + a*) — a 

22. d, h, aj rf, = d— 2h cot a 



d— d, 



- ' 



"2 CO s a 

24. d, d„h; a = V|V+{(d-d,)*] 

2S 

ö *(d+d,) 

12-(d+d,)«+2dd, 
26. O, d, d,; a = — 



~ 2 (d+d,) ; ' . 

|/[144V*4-(d»-f d,«)U<| 

= — ^^ddTFdfl 

2$. d, d/, a; A = |(d — d,) tang a , 

29. d, d„ a; h = l /[ a »--|(d— d,)'] 

30. /. = v ^'7 ( iyr d,,) ' J 

D) Abschnitte eines Kegels. 

Bei einem huflorniigen Abschnitte, der durcli eine, parallel mit drr Seite des 
Kegels gelegte Ebene CD, entstanden ist, sei 
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der Kadius der Grundfläche ss r 

die Höhe des Kegels AB = h 

die Höhe des huflormigen Abschnittes CE = q 

der körperliche Inhalt desselben =» V 

die gekrümmte Wandfläche desselben = F 



/ y 




c 




t 






/ 





SO ist: 



i. r 



2. ¥ 



-s JjL Qih» . arc cos ^-r~ — (6h' + 4hq — IGq*) . |/q(h— q)J 
und 



ML Die Kugel. 

A) JJercchnung der ganzen Kugel. 

Es sei der körperliche Inhalt einer Kugel = V 

deren Oberfläche = () 

der Durchmesser = d 

der Halbmesser = r 

Gegeben : Gesucht : 

1. d; F = £*d» = 0,523598775511S.d« 

hm X = 0,7lS998b2-2.J— 1+3 %d 



2- r; 



r 



's 
i*r» 



= 4,1887*102047%.^ 



lo£ \ = 0,G22tt8S60!)~> + .i/og-r 
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3. 


0; 


T \J\I M. 






zog v 


4. 


«; 


0 = *d* 






7o#0 


5. 


r; 


0 = 4nT- 






logO 


6. 


V; 


0 = J/36V«* 








7. 


V; 


3 








8. 


0; 


" = v% 






, %d 


1». 


V; 


l X3V 
r = K 47 



0,094031597258.01/0 

0,9732738134— 2 -H 

3,141592653590. d 2 
0,49714987269 1+2 %d 
12,566370614359. r* 
l,099209S642+2/o#r 

4,835975862048. l/V 1 



0,75142.50636— l + \fogO 



hg r = 0,7926402233 —1 + 1 V 
10. 0; rrr]/^ = 0,282094791773-1/0 

% r = 0,4503950682 — 1 -f \ hg 0 

- 

13) Berechnung einzelner Thcile der Kugel. 

a) Allgemeine ilülfslinien. 

Wenn eine Kugel irgendwo von einer Ebene geschnitten wird, so 
der Halbmesser des DurchschnitUkrcises - = 
der Abstand des Mittelpunktes dieses Kreises von der Ober- 
flache der Kugel (der Pfeil) b 
der Absland des Mittelpunktes von dem Mittelpunkt der Kugel = 
der, dem Durchschnillskrcise am Mittelpunkte der Kugel, cor- 

respondirende W inkcl = 

der Radius der Kugel = 



1. 


r, t; 


2. 


q; 


3 




4. 


t» <i; 


5. 


r, f; 


6. 


q; 


7: 


r, a; 


8. 


r, f; 


Q 

£/• 


r t: 


10. 


r, a; 


1t 




12. 


t t; 


13. 


f, q; 


14. 


t, q; 



Gesucht : 

/= r — W — l») 

/ = (1 — co*ja)r = rcojver« |a =: 2r 5xn l |a 

/ = V^+q*)— q 

f = ]/(2rf— f») = J/(2r— f)f 

/ = t sin^a 
q — r — f 

y = r co.y 
t 4 — f* 



b) Der sphärische Ausschnitt (Settor). 

Es sei der körperliche Inhalt eines sphärischen Seclors = C 

die sphärische Fläche desselben = S 

die gesammte Oberfläche = 0 

Gegeben : Gesucht : 

1. r, f; C = *-r 4 *f = 2,0943951 .r s T 

1 log C = 0,32 10586 + 2 logr-\- log f 

2. r, ti C = }r*« [r— ]/(r l — l*)] = 2,0943951 . r» [r— W — l*)] 

% C = 0,32105S6-|-2/o^T-|-/t^[r--|/(r*--l c )] 

3. r, q; C = |r**(r— q) = 2,0943951. r* (r—q) 

logQ = 0,3210586+2 /o^r+fo^(r—q) 

4. r, a; C sc |r*:r(l — co*£ «) = ^vcosvers \a = ilL^ip-IÜ = • 

• = 4,1887902. r»*i/i l j« 
fo-C = 0,6220886 + 3 logt+2hgsin 
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5. f, t; <7= = 0,5235988. ^ 

6. t, q; C= 1* [fl/ y+O— q) • (i'H-q 1 )] = 2,0943951 . • 

• • [(Kcf+t^-q) • d'+q 5 )] 

%C = 0,3210586+% [(l/(5q^)-q).(t«+q')j 

■ 

7. r, f ; •$ = 2rf* 

8. r, !; 5= 2wl/(r«— t») 

9. r, q; £ = 2r*(r— q) 

10. r, a; Ä = 2^(1 — «w|a) ss 4r a *JW a 4a 

11. f, t; Ä = *(f*-ft 9 ) 

12. t, q; S = 2it[t'+q»+ql/(l a H-q»)] 

13. r, f; O = «r[2f +|/CM— f*)J 

14. r, t; O = ^[2j/^?) +t] 

15. r, q; O = *r [2(r-q)+l/(r a -q*)] 

16. r, a; O = [2(1— «w|a)+*w * a] = Jtr 1 (4 J&i* £<>-{- an ja) 

17. f, l; ° = 2f 

18. t, q; 0 = it[2l«+2q'+(2q+t).KS 5 Tq T )] 

19. C,r; /=^ = 0,4774647. £ 

% f = 0,6789412— 1 -f-%C— 2 % r 

20. S,r; /:= |; = 0,1591549.? 

hgi = 0,2018199— 1+logS—logr 

st. . C r; • / = = o^ KR^-am 

Zog- t = 0,4403808— 1+£Zo£[C(4j^—3Q]~2/<>$t 

Wt = 0,2018199— i-K%(4r**— S 1 )— /o°r 

P 
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23. C,r; q = r-|£ = 0,4774647.5 



24. S, r; <f = r— ~ = r- 



fo^q = 0,6789412— t+logC—Uogt 



2nt — 0,1591549.1 



25. C, a; 

26. S, a; 



K \2ä coj vcrs -j a/ ^ \4* «*»• (45 -f- j «)/ 
cos vcrs \a) sin 9 (45 — |«)) 

c) Der sphärische Abschnitt (Segment). 



Es sei der körperliche. Inhalt eines sphärischen Segments = G 

dessen gesammte Oberfläche = Q 

Gegeben: Gesucht: 

1. r, f; G = f**(r-^0 

2. r, t; G = |* [2r»-(2r a +t«).l/(r^=t T )] 

3. r, q; 0 = |* ( r — q)*.(2r+q) 

4. t, u; G = |r»*(l— co*»*.(l+^co*5«) = {r»«(2— 3«w£«-fmr» J u) 

5. f, t; 6' = -cf (A t «-f-^f») 

6. t, q; G = i*[2(q»+t').V / (l 1 H-q 4 )— q(2q»— 3t«)] 

7. r, f; (? = *f(4r— f) 

8. r ? t; (> = *[2r*— 2rK(r T ^t T )+t a ] 

9. r, q; Q = * (r—q) . (3r+q) 

10. r, *; p = *r*(l— c*w|a) . (3+«w ja) 

11. f, t; 0 = *(2t*+f») 

12. U q; () = *[3l 9 + 2q*~2ql/(qTfT5)] 

» - 

13. G, r; / )/ [3G-2r««+K3G(3G-4*0 ] :~ 

3 

, _]/ ~| 3G— 2r»«— ]/3G(3G— 4r*«)j 
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U.Q,, ; /a . to _j/(Ü^S) 

15. G, r; f ~ \/\* K ( 3G ~ 2 ^) ( 3 ^ 2 ^+V /3(; (^ G - ir ^)- 2 ^ * 

16. «.., , = j/[^7[sps] 



.7. & r, ,.J/^E^^+. ' 

, ^ | / ^ 3G— 2r»»— |/3G (3G-^4r^ 

Zusatz 1. 

Die sphärische Fläche des Segments ist offenbar dieselbe, wie bei dem Scclor. 
und >% ird durch die Formeln 6. 7 — 12 berechnet. 

Zusatz 2. 

Die Formeln 13 — 16 haben aufser ihrer verwickelten Gestalt noch den be- 
sonderen Nachtheil, dafs sie sich bei näherer Betrachtung, als zu dem irredueibten 
Falle der Cardan'schen Formel gehörig zeigen. Die unter dem Quadrahvurzelzeichcn . 

P 2 
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befindliche Gröfce wird jederzeit eine unmögliche Gestalt annehmen, obgleich der 
gesuchte Werth wirklich möglich ist. Bei der Anwendung auf bestimmte Fälle, 
wird es daher nöthig seyn, ' sich der ursprünglichen Gleichungen zu bedienen und 
diese durch eine der Näherungsmelhodcn aufzulösen. 
Es sind folgende 

13. f» — 3rf«4-~ * 0 

iL 

14 . r+& .t.-S2i=5£»o * - 

15. ^^q-äS^-O 

16. coj»|a~3cw|a_ 3G ~ 2r l* == 0 

Zusatz 3. 

Wenn gegeben ist der körperliche Inhalt eines sphärischen Sectors s= C 
der körperliche Inhalt des demselben correspon- 
direnden sphärischen Segments = G 

so wird der Radius der Kugel, zu welcher diese Theile gehören, ausgedrückt durch : 

, = K(3c. 3C: FVg^) 

Z u 8 a t 2 4. 

Wenn von einem Kugelsegment ein Stück durch eine senkrechte Ebene ab- 
geschnitten wird, deren Abstand von der Milte der Grundfläche des Segments = a 
ist, während diese Mitte von dem Mittelpunkte der Kugel um h absteht, so ist der 
körperliche Inhalt dieses Stücks 

= s ol'P + \ • **rc lang ^ — | b (3r 5 — b') . arc tartg £ — } a (3r a — a») . arc tang | , 

wo p die Abkürzungsformel 

bedeutet. 
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d) Die sphärische Zone. 

ei einem zwischen zwei parallelen DurchschniHskreisen enthaltenen Kugel- 
stücke sei: 

der körperliche Inhalt = Z 

die sphärische Seitenfläche = P 

die ganze Oberfläche = H 

die Radien der beiden Grundflächen = m und n 

deren senkrechter Abstand oder die Dicke der Zone = e 
der Abstand der Mitle der grölst en Grundfläche vom 

Mittelpunkte der Kugel = q 

der Radius der Kugel = r 

Gegeben : Gesucht : 

1. r, e, q; Z = *e(r a — q a — qe— Je*) 

2. m, n, e; Z = £«e (Sn^-f-Sn 1 -!-^) 

* ~ 

3. r, c; /> = 2re* ^ 

4. r, q, n; P = 2rg[ V(r a — ?n a )~q] ■ 

5. m, n, e; P = e* l/[8r a — m a — n a -f 2 l/m'n' — 4r a (m a +n a — 4r»)J 

6. r, e, m, n; ff = « (re-J-m a -|-n a ) 

7. r,m,n, q; ff = * [rl/V— {o a )— rq+m*+n a ] 

Zusatz. 

Wenn von einer Kugelzone durch eine senkrechte Ebene ein Stück abge- 
schnitten wird, so entsteht beistehende Figur. 
In derselben sei: 

der Radius der Kugel = r 

der Abstand der grölseren Grundfläche 

vom Mittelpunkt e t oder AB sb ^7^jr..i...i(:. 

der Abstand der kleineren Grundfläche / S\ 

vom Mittelpunkte, oder AC sc c f^rj^Zf^t 

der Abstand der Durchschnittsebene 

von der Axe der Zone, odejr BD =» a ^ 
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Zur Abkürzung bedeute ferner: 

p = W— a*— b*) (WcrÜi der Linie FD) 
und q =» J/(r'— a l — c') (Werth der Linie GK) 
so ist der körperliche Inhalt des Abschnittes ausgedrückt durch: 

V = Je (3r 7 — c*) . arc ra/i£ 3. _ | b (3r* — b*) . arc /a/i# £ + 1 » (»* + 3r s ) . ' 

• .(arctang^~arctang^ + lr'(arctang^~ arctang^)-\- * 

* H-| ft ( r * — **) • (arc tang^ — arc fang -J- ja (bp— cq) 
und die krumme Wandfläche des Abschnitts: 

F = 2r £c . arc tarig 3. -|- r . arc lang ~ — a . örc f ang ^ — b . arc tdng — * 

ab i b 1 
— r . arc tang — -f- a . arc fang- — J 

(Für die Ableitung dieser Formeln »iehc Lebmus Aufgaben am der KörperUhre 88 — 94.) 



Verschiedenartige Körper, welche aus der Drehung von 

abschnitten entstehen. 

A) Ringförmige Körper. 

Wenn ein Kreis sich um einen Punkt dreht, welcher in der erweiterten Ebene 
dieses Kreises liegt, so beschreibt er einen ringförmigen Körper. 

Bei diesem ringförmigen Körper sei: 

C 

s= V 



der körperliche Inhalt des Ganzen 
die Obcrfl&chc desselben 

- 

der Radius des erzeugenden Kreises 

der Absland AD der Mitte dieses Kreises, von der 
Mitte des Ringes 



= F 




- • • • • * •••* 
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so ist : V =s 2*' r* a 

F = 4* a ra 

Z u s a t z. 

Wenn sich statt des ganzen Kreises, nur das Segment ECD um den Punk« 
B dreht, so sei für den entstehenden Korper: 

der Abstand der Sehne von der Mitte des Kreises GB = m 



die halbe Sehne des Segments Gl) = q 

der körperliche Inhalt t = V' 
die sphärische Fläche des Ringstückes = F', 

und es ist: 



1. V» = 2* [ma V (r 8 — ra«) + r* a . arc sin m — | W— m»)» + \ **] 

oder: 

2. V* = 2» £maq 4" *'a. arc fi/i™-^-^ (^ — «T'jJ 

und 

3. F» = 2*r [a .arc sinj^ VV - m') ± r] 

Anmerkung. In den drei letzten Formeln gilt das untere Zeichen, wem» der Punkt G, wie in 
de» Figur, jenseits des Mittelpunktes A liegt, das obere hingegen, wenn der Punkt G zwischen 
A und B fallt. 

B) Die sphärische Spindel. 
Wenn sich ein Kreissegment um seine Sehne dreht, so ontslehl ein Körper, 



dessen Cubikinhalt bezeichnet werde durch = V 

seine sphärische Oberfläche = O 

die Sehn« des Segments — a 

deren Abstand vom Mittelpunkte des Kreise» = q 

der Pfeil des Segmenls = f 

der Radius des Kreises = r 

Gegeben: Gesucht: 



1. r, q ; V — \-x (2r*+ q l ) . W — q 5 ) — 2r» q* . arc cos 2 

r 

2. r, a ; V = >s (3r l — \ a«) — 2r* * . ]/(r s — Ja 1 ) . arc cos ^V^* 8 ') 

4 4 
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3. r, f; 



V = \% l/[(2r- f) . f] . (3r» — 2rf-f P) — 2r»* (r—f>. arc 



r — f 



4. r, q; O = 4r* [W— q 4 ) — qarc«w£] 

5. r, a; O = 4r» [ja - W- ja') . crc cos ^ 0 ^ 1 ^ ] 

6. r, f ; O = 4r* [j/(2r--f)f-- (r—f) . arc aw 

Anmerkung. Anitunrlichfl Untersuchungen über Körper dieser Art finden «ich in Cavaleri 
indiv. cont. pag. 100 ff 



C) Körper, welche aus der Drehung eines convexen Kreis- 
bogen entstehen. 

In beistehender Figur ist ACE ein Quadrant und CDBE ein Rectangel. 
Es sei ferner: 



der Radius des Quadranten AE = a 
die Breite des Rectangels EB = b 



a) Wenn sich die ganze Fläche ACDB um die Linie DB dreht, so wird der 
Inhalt des entstehenden Körpers ausgedrückt durch: 




V =*<fa' + ab» + *a'b) 

b) Wenn sich hingegen nur die Flache AFKB um die Linie KB drclit, so 
ist der körperliche Inhalt des entstehenden Körpers: 



V s= irm (a'-j-b*) -\- «bm V^O»* — m *) ~h * a, h - arc sin — — j jrm s 
wo die Linie BK = m gesellt ist. 



Digitized by Google 



— 121 — 



D) Körper, welche aus der Drehung concaver Bogen entstehen. 

' J 0 0 

Der Bogen BD sei ein Quadrant, 



dessen Radius AB 
die Linie BC 



a 
b 




a) Wenn sich die ganze Figur BCED um die Axe CE dreht, so bat der ent- 
stehende Körper den Inhalt: 

V = *a [f a» + 2ab -f b* — | (a»+ab) x] 

b) . Wenn sich hingegen nur das Profd BCFG um die Axe CG dreht, so ist 
der Inhalt des entstehenden Körpers ausgedrückt durch: 

V = *m (2a* + 2ab + b») — (a -f b) . *ro . VV — m 5 ) — * (a» -f a' b) arc sin -->' 
wo die Linie CG = m gesetzt ist. , 

Anmerkung. Untersuchungen über ähnliche, für die Berechnung der Geschützröhre wichtige Kör« 
per, finden sich bei Leonhard i 3ter Band, Abth. VI. 

E) Körper, welche die Gestalt eines Fasses darstellen. 

Wenn sich das Profd ABCDE um die Axe AE dreht, so entsteht ein Körper 
von der Gestalt eines gewöhnlichen Fasses. 
Bei diesem Körper sei: 

der Durchmesser der Mitte des Fasses — € 
(=2CF) =D 

der Durchmesser des Bodens (= 2 AB) = d 

ic Länge des Fasses AE -= a ^ 



TT 

a) Wenn es bei der Berechnung des körperlichen Inhalts eines F;.sses nur 
auf eine ungefähre Annäherung ankömmt, so kann dieselbe durch folgende beide 
Formeln erlangt werden: 

rr _ (2D' + d')a* 
1 ^ 12 



r-(S£)' 
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Von diesen Formeln giebt die erste den körperlichen Inhalt etwas zu grofs, 
die zweite etwas zu klein an. 

l 

Das arithmetische Mittel zwischen beiden ist: 

3. / r =g(5D»-f-2Dd+2d*) 

b) Wird die Cime BCD als ein Kreisbogen angesehen, so ist: 

y — \^ [",« i 3ad« 3a(a'-D'H-d').[a'-(D-d)'] . 

» 3[a»+(D-d)^.(a'-D'-hd») 4a(D-d) 1 
16(D-d)* ' QrC 5m .« + (Il-Ä)«J 

c) Wird die Curve BCD (die Krümmung der Fafis- Dauben) als parabolischer 
Bogen angeschen, so ist: 

^=-rV*a(^-fIM + 2D») 

d) Ist hingegen der Bogen BCD conchoidisch, so wird: 

(Siehe über die Ableitung dieser Formel: Lchmus Aufgaben aus der Körperlehrc 106 ff-) 
Als Anniiherungsformel für denselben Zweck dient: 

r = 4^+(f-^ + «). 2 (D-d).K(ü=^n] 

(Siehe Müller, Versuch den Inhalt der Fäwer, durcli Anwendung der Munchcllinte zu linden.) 
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Zweite Abtheilung. 



Formeln zur Trigonometrie und Goniometrie. 



Q2 
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Erster Abschnitt 



Formeln zur Auflösung der ebenen und 
sphärischen Dreiecke. 
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L Formeln für ebene Dreiecke. 



A) Auflösung der rechtwinklichen ebenen Dreiecke. 

Tn einem rechtwinklichen ebenen Dreiecke sei: 

die Hypothenuse = h 

die beiden Katheten = a und b 

> die beiden spitzen Winkel = « und ? 

so daCs Z. a der Kathete a, und Z. ß der Kathete b gegenübersteht. 



Gegeben : 

a) die Katheten a 

' uud b 


Gesucht : 
die Hypothenuse 


Formel : 
1. h = ]/( a *-|-b') 


. der Z. a 

• 


2. taug u — ^ oder 

3. c©/ a = ^ 


der Z. *3 


4. /fw# ,3 = j. oder 

5. co/ ß = ~ 


b) die Hypothenuse h 
eine Kathete a 


die zweite Kathete 


6. o = |/(h a — »') = |/(h-f a)(h— a) 


der gegenüberlie- 
gende Z. a 


a 

7. «na = r 

» 


der anliegende Z. ß 


8. cos ,3 = £ 
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c) die Hypothcnusc h 
ein Winkel a 

• 


der Z. p 


9. p = 90° — « 


die gegenüberste- 
nenae Kaincic 


10. a — h i//i a 


die anliegende Ka- 

t Viola 

ineie 


11. Ä = h cosa 


a) eine ivauioie « 

der anliegende 
Winkel p 


in r z__ u. 


1/. « — — [i 


die Hypothenuse 


13. A = -2- 

CO-Sp 


diu iiW ciic numvit 


A4« C/ il Kill}*' ; 3 


e) eine Kathete a 

der gegenüberlie- 
gende Winkel a 

- 

B) Auflösu 

In einem gleich* 
die Gründl 
jede der bc 
der Winke 
jeder der b 

Gegeben : 
a) die Grundlinie a 

eine der Seilenli- 

nirn Ii 


der Z. p 


15. p = 90° — a 


die Hypothenuse 


16. A = ~- 


die zweite Kathete 

ng der gleichsehe 

chenklichen ebenen D 
nie 

iden gleichen Seitön 
: an der Spitze 
eiden gleichen W inke 

Gesucht : 

der Z. an der 
Spitze a 

der Z. an der Grund- 
linie p 


17. 6 = a co* a 1 

:nklichcn ebenen Dreiecke, 
reiecke sei: 

— a 
= b 
=r a 

1 an der Grundlinie ss p 
Formel : 

1. JIM { « = — - 

2b 

2. cos 3 ss — 

a 


b) die Grundlinie a 
der Z» an der 
Spitze a 


die Seitenlinie 
der Z. an der Grund- 
linic ,3 


3. b == a «n Ja ; 

4. p = 90<>-£ 


e) die Grundlinie a 
ein Winkel an der 
Grundlinie p 

» 


der Z_ an der 

Spitze rx 


5. a = 180° — 2,3 


jede Seitenlinie b 


6. b = iacojp 
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d) eine Seitenlinie b 
der Winkel an der 
Spitze a. 


jeder Z. an der 
Grundlinie 


7. ß 




90° — \u 


die Grundlinie 


8. a 




2b sin 


e) eine Seitenlinie b 


der Z. an der Spitze 


9. « 




180» — 2/3 


ein Winkel an der 
Grundlinie ß 


die Grundlinie 


10. a 




2b p 



C) Auflosung der ungleichseitigen ebenen Dreiecke. 

In jedem ebenen Dreiecke bind die Seiten bezeichnet mit a, b, c; 

die Winkel mit a, ß, y; 

und zwar so, dafs der Z. a der Seite a 
der Z. ß — b 
der Z. y — c gegenüberliegt. 



a) drei Sei- 
len a, b 
ond c 



Gesucht: 
der Z. a 



der Z. ß 



b«+c a — a* 
* * ~ 2bc 



Formel: 
oder 



oder 
oder 



t fnno . t a . . \/ (a+c— b)(a-fb— c) , 

4. tang*« - y (a ^ b+ ;;;b-[-c~a) ^ 



6. sina 



oder 

|/S. (S— 2a) (S— 2b) (5 — '-2c) 
2bc 

die Summe aller drei Seiten 

a-f-b-J-c = S gesetzt ist 



a'-j-c' — b* . 
7- cosß = r gac oder 



i. 



8. * lf = 1 T/5!±S=äfi±S=ä ode, 

R 



Digitized by Google 




9. cos l? = tl/fr+M-^-t-«-*) «der 
11 ffrr P - 1/ / ( 7 + b + c ) 0>+c— a) (a+c— b) (a+b— c) 



12 



rfff r _|/ rg=^)(s-ab)(«-ac> 



13. cosy= ^ab 



14. sin 



■V D) I D 



4-c— ««) 



,5. cos iy = ^l/C+b+cHa+b-rT) ^ 

17 jfa ]/ (ül-b+c)(b+c-.a) ( a+c _ b )(a+b~r7) 
y r 4a 3 b 5 



oder 



b) zwei Sei- 
ten a und c 

der einge- 
schlossene 
Z-j3 

unter der 
Annahme, 
dafs a > c 



der Z. a 



20. wenn £ ""j^ - (=90°— -£ß) = 9 angenommen 

= 9 genannt wird, 



und 21 

so ist: föng-il» = 
nnd dann ferner: Z. a = tp-f-t{> 



der Z. ß 



: Z. ß = 9— i{i 
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1 

- 


die dritte Seite b 

- 


23. 6 = V (a a H-c 1 — 2ac. cos ß) oder 

24. b = J/(4ac«« a i/3-|-(a— c)*) oder 
wenn obige beiden Z. zuvor berechnet sind, 

25. b = csin P und 

j/n y 

26. A = 

/ Ji/I oc 


c) zwei Seiten a 
und c 

ein gegenüber- 
liegender Z. a 

unter der An- 
nahme, dafs 

a y c 

* 


der zweite ge- 
genüberlie- 
gende Z. y 


a m C */» a 
a 


der eingeschlos- 
sene 


. _ C*w l a— COSa.\/i** — C* «'»*«) ' 

a 

oder 

29. wenn der Z. y bereits gefunden ist: 
Z. ß = 180°— (cc-fy) 


die dritte Seite b 


30. A = c cos a -\- y {p? — c* sin 2 a) oder 
wenn die Z. y und ß bereits gefunden sind, 

so ist: 

31. oder 

32. * = a 4^ 


d) zwei Z. a 
und ß 

die zwischcnKe- 
gende Seite c 


der dritte Z. y 


33. y = 180» — (a-f /3) 


die Seile a 


U ' a = sin(«+ß) 


die Seite b 




e) zwei L. a 
und ß 

eine gegenüber- 
liegende Seile b 

1 


der dritte Z. y 


36. y = 1S0° — + 


die zwischenlic- 
gende Seite c 


b*i/»(a4-ß) 


die gegenüber- 
liegende Seite a 


38 * a = ifaf 



R 2 _ 
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D) Ausdrücke für die Linien und Winkel in ebenen Dreiecken 

durch Reihen. 

Es kann zuweilen vortheilhafl seyn, in einem Dreiecke die Seilen und Win- 
kel, unabhängig von den trigonometrischen Funktionen, unmittelbar durch unendliche 
Reihen darzustellen. Hierzu dienen folgende Formeln, in welchen die Zahl der 
Grade, Minuten, Secunden u. s. w. eines AVinkels stets durch «, ß u. s. w. ausge- 
drückt ist. Die Gröfse n bezeichnet den Winkel von 57°,2957795, dessen Bogen 

bekanntlich dem Radius gleich ist. — oder — ist daher immer die Länge des Bo- 

gens a oder ß in Theilen des Halbmessers ausgedrückt. 

a) Reihen für das rechtwiukliche Dreieck. 

In einem rechtwinklichen Dreieck sei die Hypothenuse = h 

die beiden Katheten = a und b 

die denselben gegenüberliegenden Z. = a und ß 

1) Gegeben: die Hypothenuse a und die L. u und ,3, so ist: 

° ~ C [;"2lü+2.3.4.5(«)"■2.3.i5.6.7t) +, ' , '] odcr 

2) Gegeben: die Hypothenuse h und eine Kathete a, so ist: 

" " »* (fi+o(c)+5n^Ä)'+5X57f ©'+•-] 

b = k-«[i-£ + ä |i(c) , +5xs(E) , + 5 xöft)'+....] 

Setzt man in beiden Reihen statt a die Kathete b, so werden die Ausdrücke 
für ß und a erhalten. 

3) Gegeben: eine Kathete a und die L. a und ß, so ist: 
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4) Gegeben*, beide Katheten a und b, so ist: 

(Dieselben Formeln geben den Z. j9, wenn man b mit a, und a mit b, in beiden 
verwechselt.) 

*--+»[*©+Äe) , +^ey-*Ä© , +....] - 

b) Reihen für schiefwinkliche Dreiecke überhaupt. 

In einem Dreiecke sind die drei Seiten = a, b und c 

die denselben gegenüberliegenden JL = «, ß und y 

1) Gegeben: eine Seite a und die Winkel des Dreiecks, so ist: 

ß-o(g)+rrrg(?)""" | odcr 

Beide Formeln geben Werthe für die dritte Seile c, sobald man statt ß den 
L. y in die Reihen setzt. 

2) Gegeben: zwei Seiten a und b, und ein ge^enüb erliegender £ 0, so ist: 

c = b -.- b ^c ; )+ 3(b, ~'^^ (b " ,) ©+--] 

a H3 b' — a y p y , (b*— a')* — 8a' (b» — a«) ^ Y 1 
a ~ b^U-IäFW" 1 2.3.4.5b« V'""J 

b4-ar/a\ 3b l 4-4ab+aV«V , 30a 5 b- — 16a«b4-a*---- 15bV a Y 1 
* = a" W + W — -J 
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oder 

b— afY*\ . 3b 4 — 4ab+«V a V i 15b* -4-16 a»b — 30a*b« — aV«V i 1 
y = — M+ 2.3a' 'W +— 2.3.4.5a* \?) + H 

3) Gegeben: zwei Seiten a und b, und der eingeschlossene £- y, so ist: 

(Die erste dieser Reihen gilt, wenn y kleiner als 00°, die zweite, wvfiü y gi™^? 
als 90° ist.) 

. = 90»-^+,.^ [^_^_^(^_....] - • 

oder 

ono i _L_ a—b f W— jy 2(a'-{-b») /90°— jy\» . , 

• I H(a 8 + b')+4a g b» / W— .fy y "1 
"* 3.5(a+b)* *V JL — J 

(Es ist vorausgesetzt, dals a > b sei ; findet der umgekehrte Fall statt, so mufs 
Überall b statt a gesetzt werden.) 

4) Gegeben: die drei Seiten a, b und c; so ist: 

y l 1 n 2ib J+otu 2ab ; 

• '" 2.3.4.5.6C , ^b" C T + t -''3 

Die Formeln für a und ß sind der gegebenen Reihe gleich, sobald in derselben 

für a der Factor ■ *^fr c ~~* un ^ 
für p der Factor 2Ü^± 

a'-L-b 4 -— c* 

statt des Factors ^ in die Formel eingeführt worden ist. 

* ■ 
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E) Zusammenstellung sämmtlicher analytischer Ausdrücke für 
die sechs Theile eines Dreiecks. 

a) Werihe für die Seite a. 

Ausgedrückt durch: 

1. c . sin et 

c, sin a, sin y; a = 



smy 
b ♦ sin ot 
sin? 



2. b, *roa, sinß; 

3. c, *£»ß, co* ß t cot öj -ss ^^p^i 

4. tri.?, cos» cot«; -« ^y + Xy.cos« 

5. c, sin ß, co* ß, eo/ y ; - £= c . cos ß -f" c . sin ß.coty 

6. b, sin y, co* y, co/ ß;* - = b . co* y -f- • **» y*<*>tß 

7. b, c, co* a; . = VV-f 0 *— 2c .b.cM«) 

8. b, c, **nß, co*ß; . es c.co*ß± ]/(*>"— c'.JW^jJ) 

9. b, c, *my, co*y; . = b . co* y ± ]/(c a — b* . sin 7 y) 

b) Werihe für die Seite b. 

Ausgedrückt durch: 

10. a, sin o, sin ßj 6 = - ' f* n P 



11. c,*i»ß, *wy; 



sin et 
c . *£» ß 
*/// y 



12. a,*Vzy,co*y,co/ß; - r= —j^— 

13. c, sin a, cos oc, co/ ß; - es — t 

' CO* ö ~J- *IM « • cot ß 

14. a, sin y, cos y, cota; - = a . co* y -}- a . sin y . CO/ <* 

15. c, sin a, cos a, co/y; - = c.co*«-f-c.*roa. co/ y 

16. ' a, c, co* ß; - = V(c 2 -f- a 2 — 2c . a . cos ß) 

17. a, c, siny, cosy; - = a . cos y + |/(c* — a* . sin* y) 

18. a, c, co* ecj . = c . cos a <± }/(a a — c*. *wi J <*) 





Ausgedrückt durch: 


19. 




sin «»y, 


20. 


a> 


«na, siny; 


21, 


b, 


sin a, «©* a, cot y ; 


iL. 


a, 


sinß, cos ß, cot y; 


23. 


b> 


sin oty cos a, cot ß; 


24. 


»t 


sin ß, CO« ß, CO* a; 


25. 


a, 


b, cosy; 


26. 


*a, 


b, sin 0^ cosa; 


27. 


a, 


b, «i/i ß, cos ß; 
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c) Werthe für die Seite c. 

C = — ^— £ 

«n ß 

a . sin y 

- BS i 

sma 

_ b_ 



cos ß -f- sin ß . cot y 

- = b . cos a -|" b • sin a .cot ß 

- = t.cosß + a.sinß.cota 

- = J/( a *-j-b»— Sab. cosy) 

- es b.«wa±W— b«. 

- = a . «w ß ± K(b* — a* . sin 1 ß) 

d) Werthe für die Funktionen des Winkels o. 
aa) iSSviim von <x. 

Ausgedrückt durch: 

. . „ • a . sin ß 

28. a, b, sm ß; sin et sb — 

a . «» y 

29. c, *wy; - = — — 

30. sin ß, siny; - = w»(ß-fy) 

31. sin ß, cos ß, siny, cosy; - = siny .cösß + cosy .sinß 

a . j/n ß 

32. ^c,«»?,««?; ■ = i/ft ,..._ gM! . tB ,. 



a.Siny 

33. a,b > *»y,«» y ; - = ^ +ba _ 2 .== 

34. a, b, cj - « ]/ 1 - (- + 2 bc"" a 7 

35. b, c, *w ß, co*ß ; • = ^ 

siny (b .cos yh ]/c J — b 1 . .> /«' y) 

36. b, c, siny, cosy; - = «fe- 
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bb) Cosinus von a. 



Ausgedrückt durch: 

37. a, b, sinß; - + V> a --a'..>///»3) 

38. a, c, */» y; . = ±V^ — **.*n*y) 

c - 

39. cos 3, «wy; . = — .«>*(3-f-y) 

40. 4/« 3, roj 3, y, «>j y . . = ^ p . ,/„ y — COS ß . C04 y 

41. a, c, cosß; . = c-a.^,3 

W + a*— 2ac.c<«3) 

42. ..b, W y; ~ b-a.co, y 

W-f-b»— 2ab.«wy) 

43. .,b,c; = C - !i ^ 

4t b, c, sin?, cosß; . = 0 • ""'f ^ «" 3 K(b'— c' ■ sm*?) 

b 

45. b, C, j/fl y, COS y; ~ b . ^»'y Zp y I/( c »-,b». .v/»Vy> 

cc) Tangente von a. 

Ausgedrückt durch: 

46. a, b, «u»p ; . longa *' sin ? 

47. a, c, sin ß, «» y; 



±J/(b a — a 2 ..»« J 3) 
a . 3 



" ± W — a».«» a y) 
4H. *a/?£3, /an^y; - = — fang 03+ y) 

49. . = J^±J^L. 

1 . _ 

50. a, c, sinß, cosß; - = — 

c — a.co.?a 

C4 , a . s/w y 

51. a, b, smy, cosy; - — r — — 

b — a.cosy 

* s 



.i 
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_„ . . 0 c . cos p + ]/(b* — c* . .«V/ 2 ,i) 
53. b, c. «« ro.v ,3, cot ß ■ fang « = 1 — v \ ._— ' 7 _ 

c . sin ßipcotp 1/(1»* — . «V ?) 



54. b, c. .v/V/ 7, «w y, /'oA y; 



h.cosy± ]/(c a — b a . «Vi» y) 
h.siny + coty {/(c 1 — b*. «V ;<) 



e) Werlhe für Vc Funktionen des Winkels ,i. 
aa) »V/V///.V von ( i. 

Ausgedrückt durch: 

b . sin y » 
c 

b . sin « 



= sin ('*-{- y) 

=s sin y . cos u -{- cos y . sin •* 
b . sin v 



55. 


b, C, «V/ y; 


«Vi ,1 


06. 


a, b, «Vi a ; 




57. 


«Vi «, «Vi y; 




58. 


«Vi «, co* a, «V/ y, (W y; • 

i 


51». 


n, b, «V/ y, co* y ; 


- 


60. 


b. c, «Vi a, cosu ; 




6t. 


», b, e; 


- 


&2. 


a, c, sin y, mv y ; 




63. 


a. c, «Vi «, ro.v <* ; 


• 



^/(a " b* — k 2ab . co.v y) 

b . «Vi m 
J/(c'--f h' — >bc.co.s«) 



Ausgedrückt durch : 
64. b, e, «Vi y ; 

(»5. a, b, sin « ; 



«Vi y (a . cos y + fZc* — a* . «Vl l y) 

«Vi « (c . cos u + }/a» — c- . «V «) 
a 

bb) Cosinus von .i. 

c 

IX l.l 1) - . .W//"*"ü|) 



66. CO« ii, ro.vy; . = — COS (u-\-y) 

67. «V/ a. cos u. sin y, ro* y ; - = «Vi « . «Vi y — cos « . «w y 

, u , ••• a — b. co.fy 

68. a, h, «wy; - = 

K (a'-pb* — k 2ab . cos y) 
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|/( c *_j-b*— 2bc.«wa) 
,0. a, b, c; •= 2bc 

71. a,c,™y,«*y; .^*.sin>yTcosyV(c>-S.sin*y) 

c 

_ ^ . " c . sirr a + cos « l/fa* — c* . sin 2 u) 

72. a, c, sm a, cosa-, - = — — - 

cc) Tangente von ,i. 

Ausgedrückt durch: 

73. b, c, wiy; . . tangß = 1 



±W — b\sw*y) 



74. a, b. *ma; - = . w ' . — 

75. lang ol, fang y; - = — /<w»J (« + y) 

76. ,^y; ' = ^a.££yl\ 

. b.AWy 

/7. a, b, J/ny, ro.«y; - = r— - — 

' ' ' ' ' ' a — b . cos y 

. b.sinu 

,8. b, c, «,«»«; =c^b7^ 

».<wy± l /(c* — a- . .viV y) 

80. a, c, .w/iy, cos y, co* y; - = ; w, ,> , t=== 

r A.Siny + cot yV sirty) 

c . cos « -4- )/(a 8 — c* . sin 1 u) 



8t. a, e. jma, co*a, cot a; - = : i>; ■ , \ \ 



f) Werlbe für die Funktionen dos Winkel» y, 
aa) Sinns von y. 

Ausgedrückt durch: 

c.sin n 

82. a, c, «// a; y = 

r . sin ß 

83. b, c, smß; - = 

S 2 
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84. sma, sinß ; siny = sin(a-\-ß) 

85. sin a, cos «, sin ß> cosß; - = sin ß . cos cos ß . sin a 



86. b, c, sina, cosa; 

87. a, c, sin«, cos ß; 

88. a, b, c; 

89. a t b, s/n<x, cosa; 

« 

90. a, b, s/n (3, cos ß; 

Ausgedrückt durch: 

91. a, C, sina; cos y 



c . sin u 



l/(c»-f b 1 — 2bc. cosa) 

c . sin a 

l/(c* -|— a* — 2ac . cos ß) 

v 

sin a (b .'cos a ± ]/**— h» . s/n' «) 



>. b, c, s/np; 



__ sin ß(a.cosß± ^b»— a» . .»V fij 

bb) Cosinus von y. 

= ±]/V— c'.SlV«) 
a 

-f |/(L» — c'..flV 1 i) 
= == b 



93. cosa, cosß; - = — COs(a-±-ß) 

94. sin «, cos «, «in cos ß ; - = s/n a . s/n ß — cos a . cos ß 

b — c . ros u 

95. b, c, cosa; 

96. a, c, cos ,3; 

97. a, b, c; 

98. a, b, s/n a, ros <*; 
ii9. a, b, s/n cos j3; . 



]/(c*-f b l — 2bc. cos«) 

a — c . cos ß 
]/(c»-f a 1 — 2ac. cos ,3) 



2ab 



b . s/n 1 « -f- cos a V(a- — 1)' • .v/V/ 5 ") 



a . sin*ß 



+ cosß ]/(h* — n a . s/n* p) 
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Ausgedrückt durch: 

100. a, c, sina- t tangy = 

101. b, c, sinß; 

102. tanga, tangß; 

103. tang a, tangß; 

104. b, C, sin a, Cosa; 

105. a, c, sinß, cos ß' } 

106. a, b, c; 

107. a, b, sin a, cos a, cota\ 

108. a, b, sin ß, cos ß t cot ß' t 
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cc) Tangente von y. 

c . sin a 



(a* — c*.*/« 1 «) 
c . sin ß 

/<7//°" et -j- //iw o- ff 

*• a . ß — 1 
c . sin u 
b — c . cos a 

c . sin 3 
a — c . cos ß 



=±K(^)-«__ 

b . cos a j- ]/(a a — b 3 . w?» u) 
b . f/n ex ^ cot a j/^a 1 — b*. «V a) 
n.cosß + ]/{& — -a* . .v /V fit) 
~" a . «in ß + co/ £ !/(•>'— tf .shi'ß) 



E) Formeln für die Veränderungen in einem ebenen Dreiecke, wenn 
einzelne Seiten oder Winkel iu demselben sich verandern. 

a) Zwei Thcilc des Dreiecks werden als conslant angesehen. 

Wenn in einem ebenen Dreiecke zwei Theilc, Seilen oder Winkel, als nn- 
verSndcrlich anzusehen sind, so wird der Einflufs, welchen eine sehr kleine Verän- 
derung eines dritten Theiles auf die übrigen Seiten oder "Winkel ausübt, durch fol- 
gende Annäherungsformeln dargestellt. 

Die unendlich kleinen Veränderungen (DifTerenlialc) der Seiten oder Winkel 
sind dabei durch 9a, 3« u. s. w. ausgedrückt ; letztere müssen bei der wirklichen 
Berechnung stets zuvor durch die bekannten Mittel in Kreisbogen für den Radius 
= 1 verwandelt werden. 

aa) Erster Fall. 

Eine Seite a / . , 

,. , .... . . n > werden als conslant angenommen. 

em anliegender Winkel ß ) 



1) Wenn die, dem constanten Winkel gegenüberliegende Seite b, sich verän- 
dert um 3b, so wird: 

1 

3c = ab . s= 3b . sec a 

cosa 



3 a=3b.'-^ 



2) Wenn die. dem constanten Winkel anliegende Seite c, sich verändert um 
Sc. so wird: 

"üb = 3c . cos u 

sin ol 
3« = 3c— 

sin fx 

3) Wenn der. der constanten Seite gegenüberliegende Winkel «, sich verän- 
dert um 3«, so wird: 

3& = 3« . = 3« . b cot et 

taug u 

3c = 3«.-r— = 3'* . b coscr a 
sin <* 

3y sb — 3« 

4) Wenn der, der constanten Seite anliegende Winkel y. sieji verändert um 
3j'. so wird: 

a * = ^'z^ = ^ bco "' 

3r b= 3y . ■■ = 3y . b CYMir (4 
3a = — 3y 

bb) Zweiter Fall. 
Eine Seite a ) , , 

, ... .. . .... , . / werden als constant angenommen. 

der gegenüberliegende W inkel « ) ° 

1) Wenn eine, dem constaulen Winkel anliegende Seite b. sich um 3b ver- 
ändert, so ist: 



Digitized by Google 



— 143 — 

« 

COS *v 

g t . =; gb . — ^ = 3b . cos y . stcp 

COS (S 

= ab -/^ = 9bbco ' 3 

2) Wenn die andere, dem constanten Winkel anliegende Seite c, sich um 3c 
verändert, so ist: 

30 = 3c . L = 3c . co* p.sccy 

cosy ' 



3) Wenn einer, der an der constanten Seile anliegenden \N inkol ,3. sich um 
3,3 verändert, so wird: 

3/ — — B3 

4) Wenn der andere, an der conslanlcn Seile anliegende Winke! y, sich um 
3y verändert, so wird: 

3Ä = 3/ . b — 3y • b er»/ 3 
' laug t i 

3c = 3y • = -3y . b co/ y 

3.3 = — 3y 

cc) Dritter Fall. 

Die Seite a ) , , 

die Seile b \ wcr en s constanl angenommen. 
1) Wenn sich die dritte Seile c um 3c verändert, «o wird: 
a « = 3 c.^ 
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vr b sin « 

2) Wenn sich ein Winkel «, welcher einer der constanten Seite« gegenüber- 
liegt, veranderl um 9"> so wird: 

= 8a . = 3a . c lang 3 

tan ff 3 

1? = *«.;^=**' cot«. lang? 

^ 0 c .«r p 

vr tkcosß a 

3) Wenn sich der Winkel 3, welcher der anderen conslanlen Seile gegen- 
überliegt, tun OP verändert, so wird: 

de = 93 . = 03 . c a 
C Ciffa 



4) Wenn sich der Winkel welcher keiner der constanten Seilen gegen- 
überliegt, um dy verändert, so wird: 

1 1 

9C = dy ■ r—r = d}' • r — : 

annß ' hsma 
acosß 



0« = dy> 
0.3 = dy 



c 

b cosa 



b) Es wird nur ein Theil des Dreiecks als constant angesehen. 

In diesem Falle ist es nolhwendig, die Veränderungen zweier Theile des 
Dreiecks zu kennen, um die aller anderen Theile daraus bestimmen zu können. 

Der constaule Theil des Dreiecks werde, ohne Rücksicht darauf, ob Seite 
oder Winkel, bezeichnet durch A. 

Der erste der gegebenen veränderlichen Theile, sei bezeichnet durch B. 

Der zweite der veränderlichen, durch C. 
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Man betrachte zuerst aufser A auch B als constant, und suche durch die vor- 
stehenden Formeln den Einflufs, welchen die Veränderung von C auf irgend einen 
der übrigen Theile des Dreiecks hat. 

Man betrachte ferner aufser A nunmehr auch C als constant, und suche den 
Einflufs, welchen die Veränderung von B auf jenen Theil des Dreiecks ausübt. 

Die Summe oder Differenz dieser beiden Resultate ist der Einflufs, welchen 
beide Veränderungen von B und G zusammen, für den in Frage stehenden Theil des 
Dreiecks geben. 

Eine nähere Betrachtung an der Figur zeigt dabei, ob diese Resultate beide 
vermehrend oder beide vermindernd, oder auch entgegengesetzt auf die gesuchte Ver- 
änderung wirken. 

i 

c) Es wird kein Theil des Dreiecks als constant, sondern alle als 

veränderlich angesehen. 

T ♦ 

Es ist dann nothwendig, drei Veränderungen im Dreiecke zu kennen, um 
die der übriren Theile zu erfahren. 



Der erste der gegebenen veränderlichen Theile sei bezeichnet durch A, der 
zweite durch B, der dritte durch C. 

Man betrachte zuerst A. und B als constant, und suche den Einflufs der Ver- 
änderung von C auf irgend einen der übrigen Theile des Dreiecks. 
• Man betrachte A und C als constant, und suche den Einflufs von B auf den- 
selben Theil, 

Man betrachte B und C ,als constant, und suche den Einflufs von A. 
Diese drei Resultate, additiv oder subtractiv gehörig verbunden, stellen die 
gesammte Veränderung des Theiles im Dreiecke dar. 

, Zusätze. 

» i 

1) Wenn in einem rechtwinkligen Dreiecke der Unterschied zwischen der 
Hypothenuse h und der grösseren Kathete a nur sehr gering ist, so kann derselbe 
ausgedrückt werden, durch die Hälfte des Quadrats der kleineren Kathete, dividirt 
durch die Hypothenuse: 

h — a = ^ 



2) Bei einem sehr kleinen Bogen, ist der Sinus versus, als gleich der Hälfte 
des Quadrats dieses Bogens anzunehmen: 

sin vers 9 = 19* 

3) Bei einem sehr kleinen Bogen, ist der Ueberschufs der Secante über den 
Radius, gleich der Hälfte des Quadrats desselben Bogens: 

1 — sectp — { <?' 

Man kann demnach diesen Ueberschufs, als gleich dem Sinus versus des Bo- 
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IL Formeln für sphärische Dreiecke. 



A) Auflösung 4er rechtwinklichen sphärischen Dreiecke. 

In einem rechtwinklichen sphärischen Dreiecke sei: 

die Hypothenuse = h 

die beiden Katheten = a und b 

die denselben gegenüberstehenden Winkel — a und j3 

so dafs L, ä der Kathete a, und Z. ß der Katbete b gegenüber steht. 



Man bezeichne ferner den Begriff des Gleichartigen bei Seiten und Winkeln 
mit glchtg; den Begriff des Ungleichartigen mit unglchtg; so dafs a glchtg b 
bedeutet, dafs, wenn a gröfscr als 90°, auch b gröfser als 90° ist, und umgekehrt. 
Und eben so bedeutet h unglchtg a, dafc, wenn h gröfser als 90°, dagegen a 
ab; 90° sei. 



T 2 
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Gegeben: 


- 

Gesucht: 

> 


Formel : 


a) die Hypothenuse (h) 
eine Kathete (a) 


die andere Kathete b 

der gegenüberliegende Z. a 

der anliegende Z. fi 

* 


. cosh 

1. cos 6 = 

cos a 

• 

2. s/n O SS -i— r 

sw h 

3. ro.y ß = /öz/g-a co/h 


b) die Hypothenuse (h) 
ein Z..(a) 


die gegenüberliegende Ka- 
thete a 
die anliegende Kathete b 
der andere Z. fi 


4. sin a = sin h sin a 

5. tang b = /ang- hwo 

6. cot fi — COS h /fln# a 


c) eine Kathete (a) 
der anliegende Z. (ß) 


die Hypothenuse h 

die andere Kathete b 

der gegenüberliegende Z. a 


1. coth = cot a cos fi 

8. /ov/jr o s= fang fi sin a 

9. cw« = co* a s/n ^ 


d) eine Kathete (a) 

der gegenüberlie-, 
gendc Z. («) 


die Hypothenuse h 
die andere Kathete b 
der anliegende Z-'ß 


. „ . , s?n a 

10. Sin h — — — 

«in a 

11. sin & = fang* cot a 

12. srn^™« 

cos a 


e) beide Katheten 
(a und b) 

• 

t 


die Hypothenuse h 
der Winkel a 
der W inkel fi 


13. cos h = cos a cos b 

14. co/ a = co/ a sin b 

15. co/ fi s= co/b */na 


f) beide Winkel 

(a und |3) 

1 


die Hypothenuse h 
die Kathete a 

die Kathete b 


16. cos A = co/ a cot ß 

. _ roj a 

17. coja = -r— ~ 

sin (3 

18. cos6 = ^ 

sina 
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Der gesuchte Z. oder Seite 
ist gröfeer als 90°, wenn 


Der gesuchte oder Seite 
ist kleiner als 90", wenn 


• 

b nnglchtg a 

* 




h glchlg a 


a>90° 

h unglchtg a 




a < 90° 
h glchtg a 


a> 90° 

h unglchtg o 

h unglchtg a 


•* 

a < 90° 
h glchtg a 
b glchtg « 

* 


ß > 90° 

a unglchtg ß 

a > 90° 


ß < 90° 
a glchtg ß 
a < 90" 


• 

Aus den gegebenen beiden Elementen kamt hier uicht 
ausgemillell werden, ob die, durch die Formeln 10. 11. 
12. gefundenen Stücke, gröfser oder kleiner ab 90° sind. 


a unglchtg b 
a > 90° 
b > 90° 


a glchlg b 
a < 90° 
b < 90° 


« unglchtg J3 
a > 90° 




a glchlg ß 
a < 90° 






ß < 9«»° 
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Zusatz. 

Wenn die durch vorstehende Formeln zu bestimmenden unbekannten Theile 
eines Dreiecks als Sinus oder Cosinus von Bogen, die nahe an 0 oder 90° liegen, 
erscheinen, so giebt der Gebrauch dieser Formeln Sei gewöhnlichen trigonometrischen 
Tafeln keine Sicherheit für die Resultate. 

Es ist dann nothwendig, die gesuchten Theile des Dreiecks durch Ausdrucke 
zu bestimmen, in welchen diese als Tangenten oder Cotangentcn vorkommen, wozu 
folgende Formeln dienen: 



Gegeben: 
h, a 


Gesucht: 
b 

OL 
ß 


Formel: 

1. tang {b = Vtang \ (h— a) . fang ± (h-f a) 


b, « 


a 

b 

ß 


i. Sina = \ COS (h — a) — -J CO* (h-f-«) (siehe Anmerkung 2.) 

5. <a«^" 6 =k /awj* h . cos a 

6. co/ /3 = cos h . fa/wf a 


a, ß 

* 


h 
b 

a 


7. cot h = cot*, cot ß 

8. fang' 6 = tang ß . cos a 

9. COS ß ' = | siw (a -f a) + \ .«'rc (a — or) ( jic h e .Werk. 2 uud 3.) 


a. « 


h 

b 

ß 




* 


h 

a 

ß 


13. cos /* = 4 ( a_ f* D ) "h I eo * ( a — D ) 

14. co/ a = cot a . sin b 

15. cot ß — coth . sin a 


*, ß 


h 

a 
b 


16. to^A = }/ + # Cid« Wrkung 4.) 

17. /o/zg- a = tang h . cos p 

18. tang b = /ang" h . cos <* 
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Anmerkungen. 1) In Formel 2. wird für die Tangente da« Zeichen + oder — nach der Krgcl 
angenommen, dal» der ra findende Z. <* gleichartig mit der Seite a sein naufs. 

2) Die Formeln 4 9. 13. sind durch die natürliclien Funktionen der Winkel zu berechnen. 
* 3) In Formel 9. gilt das Zeichen + wenn a gröfacr als a ist. im umgekehrten Falle gilt 



4) In Formel 16. ist die Grö&c unter dem Wunekeichen stets positfV, weil <* + ß jeder- 
zeit gröfser als 90° ist. 

B) Auflösung der schiefwinklichen sphärischen Dreiecke überhaupt. 

In einem schiefwinklichen sphärischen Dreiecke heifsen 

die drei Seilen s a, b und c 

die drei Winkel, so wie sie den gleichnamigen Seiten 



liegen überstehen 



a, ß und y 



a) die 
ten (a, b und c) 



b) zwei Seiten 
(b und c) 
und der ein- 
geschlossene 



ein Z. « 
(der Seile a 



liegend) 



die dritte 
Seite a 



1. cOSa = 



cos a — cos b . cos c 
sin b . sin c 
oder 



T/TgTT.+c-b) . sin l C-f iggS 
- r \ b . «« c / 

oder 



oder 



4. COS a == 



COS 



sm b . 5irt c . «w q> 
wo der Hülfswinkel ? so angenommen ist, dafs 
cos b . <w c 

langt? 



sm a 



5. cos a = cw b . cos c-\-sinb.sinc. cos a 

oder 

c . «in (b-r-<p) - 

wo der Hülfswinkel 9 »0 angenommen ist, dafs 
cot 9 = c . cos « 
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* 

1 


der ß 
(der Seite b 
gegenüber- 
% liegend) 

- 


„ A ^ sine, cot b — cos a . cos c , 

8. cot 3 = : oder 

sin a 

|3, — y cot\a..sin\Qo — c) 
tttT%S 2 ~ sin Üb-^-c) 
wo dann 

ß= !, + y + ß - y oder 


X 

* 


« 

V 


10. toyp = '««K'-f f 
° cos(c-j~<p) 

wo der Hülfswinkel 9 so angenommen ist, da£s 
cot 9 = tong b . a 


c) zwei Seiten 
(b und c) 
und ein ge- 
genüberlie- 
gender y 


die dritte 
Seile a 

• 

-- 


jl /a . _i n _wy--««cf |/(n«'c-fl« 5 y.flÄ 5 b) 
®* .«« (b-}-c) 
oder 

• 

ia . , , . <?o.i c . sin 9 

12. sm (a-f-9) = p— 

' ^' «üb 

wo der Hülfswinkel 9 so angenommen ist, dais 

cot <p = co.» y~. tonst; b 


► 


der einge- 
schlossene 


13. /„«y 1« >- <™^_ c f V{«*c-dn* V-sinb) 

01 #i«y.ji»(b+c) . 
oder 

14. sin (a-f~ 9) = b . «?/ c . sin 9 

wo der Hülfswinkel 9 so angenommen ist, dafs 
fang 9 r= tarig y . cos b 




der Z. ß 

(der Seile b 
gegenüber- 
liegend) 

1 


is.sinß = sinh : sin r 

sm c 

Um zu erkennen, ob der Z. ß grüfser oder klei- 
ner als 90", gilt folgendes: 

ß \ v\) , wenn y \ vir und b ( c 

ß < 90°; wenn y > 90° und b < 90" und c < (180° — b) 

ß > 90° ; wenn y > 90'' und b > c 

ß > 90°; wenn y < 90° und b > 90° und c > (180°— b) 
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d) die drei Win- 
kel («, p, y) 



e) zwei Winkel 
(p und y) 
und die zwi- 
schenliegcnde 
Seile (a) 



die Seile a 
(dem Z. a gc 

genüberlie- 

gend) 



In allen übrigen, nicht in obigen vier, begriffe- 
nen Fällen, bleibt es unbestimmbar, ob der gefun- 
dene sin ß zu einem /L gehöre, der größer oder 
kleiner als 90° ist. 



16. cosa = <™« + ™?-™y oder 
sin ß .smy 

\ sin ß . sin y ) 



oilcr 



17. cos\a 

19. sin ja = |/pE^-H-/^.^|Ci^^j\ 
v \ sin ß. sm y ) 



oder 



19. cos a =s 



sin (a 



sm ß.stny, sin 9 
wo der Hülfe» inkel 9 so 

cos ß . cos y 



ist, dafs 



cot 9 



der dritte Z. a 



die Seite b 
(dem L. p ge- 
genüberlie- 
gend) 



21. cos a 



20. cos a = cos a . sin ß . sin y — cos ß . cos y oder 
cos ß . cos (y -\-<p) 
cos 9 

wo der Hülfswinkel 9 so angenommen ist, dafs 
tang 9 = cos a . lang ß 



22 cot b » sin y -f- ro.v a . cos y 

~~ «m a 

0 , , . tang a. sin t? 

23. 6 = r£- j -i 

wo der Hülfswinkel 9 so angenommen ist, dafs 
tang 9 = cos a . tang ß oder 

24. tang *+ C = * a ™d 

tane b ~ C — /<p y * a • sin % & ~ V) 
S 2 • «»*<H-y) 



0 = 



b-f-c 1 b — c 
""2 1 2~ 
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f) zwei Winkel 
(J3 und y) und 
eine gegen- 
überliegende 
Seite (b) _ 



die zwischen- 
li elende 
Seite a 



der dritte L. a 



die Seite e 
(dem Z. y 
gegenüber- 
liegend) 



r * 

25 tanx ! a - « ,fl i 3 - fwb TK(^¥- -wVb) 
^ *«b.*/«( 7 — i<) 

oder 

26. j>» (a — 9) = co/ p . tang y . sin 9 

wo der Ilülfswinkel 9 so angenommen ist, dafs 
tang 9 = cos y . tang ß 



27. fom- » „- «"fc-^y+V^V - ^y^b) 



28. «1« (a— 9) 



oder 

.v/« 9 . co.y ;3 
cos y 



wo der Ilülfswinkel 9 so angenommen ist, dafe 
cot y = cosk . tang y 



29. j/«c 



sin y ♦ .«'» b 

Um zu erkennen, ob die Seite c gröfscr oder 
kleiner als 90° sein mufs, gilt folgendes: 
c < 90"; wenn b < 90° und ß > y 
c < 90°; wenn b > 90° und ß < (180°— y) und y < 90° 
c > 90°; wenn b > 90° und ß < y 
c > 90°; wenn b < 90° und ß > (180°— y) und y > 90* 

In allen nicht lüerin begriffenen Fällen ist nicht 
zu bestimmen, ob die gefundene Seite c ein Bogen 
von mehr oder weniger als 90° sei. 



C) Zusammenstellung samratlicher analytischer Ausdrücke für 
die sechs Theile eines sphärischen Dreiecks. 

a) Allgemeine Gleichungen. 

aa) Relation zwischen zwei Winkeln und den beiden ihnen gegenüber- 
stehenden Seiten. 

• 

1. sin a . sin ? = fl'nb. sin a 

2. sin a . sin y sin c . sin « 

3. sin b .siny = sin c . sin ß 
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bb) Relation zwischen drei Seiten und einem Winkel. 

4. cosa = cos b. cos e-{-sinb. sin e.cosa 
,5. cos b = cos * . cot c -f- sin a . jkm c . 3 

6. co* c = cos & .cosb + sin *.sinb. cos y 

cc) Relation zwischen drei Winkeln und einer Sehe. 

7. cos a = — cos 3 . cos y-\- sinß . sin y . cos * 

8. CO.« ,3 t=z — cos a . cos y -\- sin öl . sin y.cosb 

9. cos y = — cos a . cof 3 -f - a • * IW P-wc 

dd) Relation 

10. sin a . «m 3 

11. sin*, cos y 

12. «inb.aua 

13. sin b. cos y 

14. juti c . cos a 

15. sine, cosß 

ee) Relation zwischen zwei Winkeln und zwei Seiten, wovon eine anliegend, 

die andere gegenüberliegend. 



16. 


sin a . sin ß.cota 




COS .1 . 


sine — 


cosp .sin*. 


cose 


17. 


sin a . sin y . cot a 




COS Q . 


sin b — 


cos y . sin*. 


cos b 


18. 


sin b . sin u . cot 3 




COS b . 


sine — 


cos a . sin b . 


cos c 


19. 


sin b.siny. cot 3 




cos b . 


sin a — 


cos y . sin b . 


cos* 


20. 


sin c . a . cot y 




cos e . 


sin b — 


cos a . sin c . 


cos b 


21. 


sine, sinß . coty 




cos c . 


sin a — 


cos ß . sin c . 


cos* 


22. 


sin a . sin b . cot a 




COS OL . 


sin y — 


cos b . sin a . 


cosy 


23. 


sin u. sine, cot a 




COSa. 


sin ß — 


cos c . sina. 


cosß 


24. 


sinß . sin*, cot b 




cosß . 


sin y — 


cos*, sin ß. 


cosy 


25. 


sin 3 . sin c.cotb 




cosß. 


sina — 


cose. sinß. 


Cosa. 


26. 


siny.sin*.cotc 




cosy. 


sin ß — 


cos a . sin y. 


cosß 


27. 


sin y . sinb . cot c 




cosy. 


sina — 


cos b.siny. 


COS a 



U 2 
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zwischen drei Seiten und zwei Winkeln. 

= cos b . sin c — sin b . cos c . cos a \ 
= cos c . sinb — sine . cos b . cos u j 

— cos a . sin c — sin * . cos c .cos 3 f 
= cose. sin* — sin c .cos a . cos 3 t 

— cos*, sinb — sin * . cos b . cos y 1 

— cos b . sin* — sin b . cos * . cos y ) 
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b) Formeln für den logarilhmischen Gebrauch. 

Erstes System. 
Zwei .Winkel und die beiden correspondirendcn Seilen. 



4 . sm a . sm 3 sm a . sm y 

1. Sin u = r— 1- = : - 

sm b sm c 

„ . _ sin b. sin et sin b. sin y 

% sm 3 = : = : - 

sm a sm c 

0 . sin c . sin « c . sin 3 

«3. W/ y = . SS r— r — - 

wi a sm b 

.«» b . sin ol sin c . sin <x 



4. «in a = 



sin ,i sin y 



- j . • *w a • sm 3 sm c 
5. W( 6 = 



A"/w a y 

«V/ a . .w'/f y _ _ sin b . w/ y 

sin u sin p 

Zweites System. 
Ein Winkel durch drei Seiten. 



7. sin\u = T/^iHa+c-^^a-f-b-jj 

' sm b . jw* c 

8. jiVi , 3 — 1 / sin H b + c— a) ^ (a-f b-^c) 

1 ' */» a . sin c 

!>. si,!\y - l/ ^Hb+c-^w/Ka + c-b) 
' «Vi a . £/// b 

10. «>xja - 1/*m|(a+b-hc)^/^(b + c-a) 
^ b f c 

r sm a . sm c 

12. cosly = ]/»" * ( a + b + c > ™ / + 

r ji« a . */« b 

13. tang ' « = l/g"t i'tuT^"' I ( f.t b ~" C) 

01 r sin {(a-f b-t-cJjw/Kb-f-c— a) 

14 /«iwr 1 3 - 1 / ^j(bfc-a) f wj(a+h-r) 
a P Y j ( a -f b-J-c) #/« £ (a + c— b) 
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15. tang\y 

- 

16. cot\a 

17. col\? 

18. cot\y 



V- 
V 
V 



'sin ' (b- 


-c — a) sin \ (a- 


-c — 


b) 


jw»{ (a- 


-b-}-c) «in £ (a- 


\-b- 


c) 


' .vi« ^ (a - 


-b + c)i7« 1 (b-fc — 


•> 


w*{ (a- 


-c— b) «Vi | (a-f-b — c) 



■vi« ,J (a -J— b -j- c) jri« ' (a-f-c — b) 
sin J (b-j-c — a) sin * (a-{-b— -c) 

■vi« ' (a-f-b -f-c) sin '. (u-f"* 1 — ( 'j 
jf/w { (b-|-c — a) sin \ (a-J-c — b) 



19. sin \ a 

20. sin\b 

21. $in\c 

■ 

22. cos\a 

23. co« \ b 

24. «>i J e 

25. iang^a 

26. /rw£ 

27. tang \c 
SS. 

♦ 

29. «>/£6 

30. *>/ * c 



Drittes System. 
Eine Seite durch drei Winkel. 

_ \/ —cos\ («+/*+y)co« j(?+y— «) 

y sin ß . sin y 

-V 



V 




— cos\ (« -f Jä + y) cos | (a-f y— ?) 
sin a . ji« y 

— co« } («-r j -f ; ) j I y) 

«/» a . sin ß 

cos k {« + y—ß) cos | («-f- — y) 
sin ß . sin y 

( . i + y — a ) 4- ( a + .' j — y) 

w< u.siny 
$ in a . sin ß 



ft)S 



COS 



ro* | («+y— ß) cos £ (u +ß—y) 

— ros ' (" Hh - j "t~y) **** * y — * j ) 
ewKP+y— a ) r0 * * ( a +^— >•) 

^ — tw| {<*+ß+y)cös H' X ~\~P — y) 

coj | C 3 +y — M ) ^ s ( a ~hy — ft) 

/ — (a-j-y-Z?) <xij ; Qx-f-.i — y) 

COJ £ (a -j- ß — y) CO.« { (ß + y — «) 
f — COS l 0-+-y — <*) cos | («-f~t* — y) 

cos (u-hp-f y) «w I («4-y— P) 
/ — cw.f j (j3-|-y — a ) e °*\ («+y-~^) 
i (<*-i-M-y) «»* * («+<*— y) 
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Viertes System. 

Zwei Seilen durch die« beiden correspondirenden Winkel und die dritte Seite. 

sin\{ß — q) 
sin\ (3-f-a) 
cos | (B— «) 

.««»(«— y) 



31. 


fang 


b— a 

— -s — 

2 


= tang \ c . 


32. 


tatig 


b-f« 


= tonr 1 c . 


33. 


tane 


a — c 

2 


=2 ra/r? | b . 


34. 


tang 


a-j-c 
2 


= tang {b . 


35. 


tang 


b— c 
2 


= /aw^{ a . 


36. 


tang 


b-j-c 

~T~ 


= /<7«g-£a . 



cos 

I («+>') 

*ml(/3-}-y) 
Fünftes System. 

Zwei Winkel durch die beiden correspondirenden Seiten und den dritten Winkel. 

37. toM-r-^^fy- ^K^ 

ß+ a .i «w|(b — a) 
3S. ^^- = cony. w 4 (b+a ; 

39. toy T s ^rf' At(l ^ 



a4-y .„ CO* <(a— c) 

40. ^-t 2 "^^- ^}^; 

41. fang ~ 2 - = co/ * « . £7^b~-fc) 

Sechstes System. 
Seite durch die beiden andern Seiten und deren correspondirende Winkel. 

43. tangic^tangkfi-*). *™^* 
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44. tarig \ b = tang \ (a — c) 



45. 



fawg- j(b-|-c) 



sin 


l /- 1 -A 






/Vi C 






i(«-y) 




*(P+y) 




H*-y) 


cos 


i(ß+y) 



cos y) 

46. «tfj* =«X|(b— ). " n l%T'\ 

47. ertjft = w /|(a-c).^4fen 



. , , , v co*v(« — y) 

48. cot\a =«/l(b-e).^4fe2L> 

*» i(i*-f-y) 

Siebentes System. 
Ein AVinkel durch die beiden andern AVinkel und deren correspondiremle Seiten. 

49. co, iv =t ang .t=l. 

a ° 2 *m { (b — a) 

^ 2 tw ( (b — a) 
. ft — y *//* 1 (a -4- c) 

4r ö 2 */«{(a— c) 

_ . «-{~y co.y|( a + c) 
"~ * * 2 «».vi («•»—«) 

nl .v»/ « Ä — /„„o- (P + O 

^ 2 W*i( b — C ) 



52. lang ky = cot ^. rlf-* 
° 2 sm\ (b-f-a) 

^, ß+<* cot j(b— a) 
- • W4 . (b+a) 

54. fang \ a = cot . — ~ . . \ \ — 
^ * 2 «in j(b-J-c) 

3-f-y ro* » (b— c) 

~" 2 '«w-Kb+c) 



D) Relation sphärischer -Dreiecke mit den ihnen entsprechenden 

Sehnen - Dreiecken. 



In einem sphärischen Dreiecke sind die drei Seiten a, b nnd c 

die drei Winkel a, ß und y 

In dem dazu gehörigen Sehnen - Dreiecke sind die 

correspondirenden Seiten ' • 91, SB und (E 

die drei Winkel , a, b und C 

In beiden Dreiecken stehen die Winkel gleichnamigen Seiten gegenüber. 

a) Bestimmung der Seiten des Sehnen -Dreiecks aus den Seiten des sphärischen 

Dreiecks und umgekehrt. 

• # 

1. « es 2 sin [ a 

2. 95 = 2 sin { b 

3. € s= 2*m je 

4. sin \a =s j SB oder cos a ss 1 — j SM* 

5. sin\b = j95 oder cosb = 1 — \& 

6. sin je s= j € oder cos c a= 1 — j <E* 
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b) Bestimmung der Winkel des sphärischen Dreiecks aus den Seilen des 

Sehnen - Dreiecks. 

0 „ 28l»4- 2€' — 2%» — 31' g' 



_ 231'-}-2<y — 2g' — 

Z us alz. Wenn das Sehnen - Dreieck gleichschenklich. so dafs 55 = g ist, 
so gilt die Formel: 

91 

und eben so für die beiden anderen Winkel, 

Ist das Sehnen - Dreieck gleichseitig, so wird auch das sphärische Dreieck 
gleichseitig seyn, und 

sin Ja = . = 

c) Bestimmung der Winkel des Sehnen - Dreiecks aus /den Seilen des 

sphärischen Dreiecks. 

smHb-J-.w» 1 ' c — sin-ia 

1. cos a = * '. , . * . , — 

2 jm-^b . */« J c 

, a 4- «w 1 ! c — sin* ! b 

2. cos 0 = • '. , — — » 

2 < a . sin i c 

„ sin* \ a + sin* Üb — sin" ' c 

3. COS C = * a '. , * . , . 

2«» J a .sin l 2 b 

■ 

Zusatz. Wenn das sphärische Dreieck gleichschenklich ist, so dafs b == c, 
so entsteht die Formel : 

. sin l a 

sm = 0 . ' 

2 $i« b 



Ist das sphärische Dreieck gleichseitig, so wird auch das Sehnen 
itig, folglich jeder = 60" seyn. 

i. X 

' _ Digitized 
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d) Bestimmung eines Winkels im Sehnen - Dreiecke, ans dem correspondirenden 

Winkel des sphärischen Dreiecks, nebst den beiden einschliefscnden Seilen. 
■ * 

1. rosa — cos \b .cos \c. cosa -\~ sin + b. sin 

2. cosb = cos {a. cos {c .cos sin \&. sin ±c 

3. cos C = cos ja. cos \b . cos y-\- sin \a . sin [b 

Zusatz. Wenn das sphärische Dreieck gleiclischenklich ist, so dafs b = c, 
so wird: 

sin { a = cos {b . sin | a 

e) Bestimmung eines Winkels im sphärischen Dreiecke, aus dem correspondirenden 
Winkel des Sehnen. Dreiecks und den beiden, denselben einschliefsenden Seiten. 

4 cos a — !5€ 

1. COSa = 



2. cos ß =s 

3. cosy = 



1/(4— »»).l/(4— €') 
4«m6 — 

1/(4— »'). 1/(4^^) 
4 «wc — SIS 



K(4-a 4 ).[/(4-»') 
Zusatz. Wenn das Sehnen - Dreieck gleichschenklich ist, so dafs $ = €, 



sin\a = 



1/(4—»') 



£) Flächeninhalt sphärischer Dreiecke. « 

In einem sphärischen Dreiecke seien die drei Winkel s= o, ß und y 

die denselben correspondirenden Seilen == a, b und c 

der Radius der Kugel in Längenmaße ausgedrückt = r 

der dem Radius gleiche Bogen (von 57,° 2957751 29) 

in Gradmafsc ausgedrückt = fi 

Fläche des sphärischen Dreiecks = F 
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a) Gegeben: die drei Winkel «, ßundy; 
so ist, in gewöhnlichem Flächenmafse ausgedrückt: 

in Quadrat- Graden hingegen: 

Zusatz. Wenn das Dreieck einen rechten Z. hat, z. B. y = 90°, so wird: 



t 

Hat das Dreieck zwei rechte Winkel, so dafs sowohl ß als y = 90° sind, 

* 

F — T ** a 
* *~ 180 

b) Gegeben: zwei Seilen b und c, nebst dem eingeschlossenen Winkel a, so ist: 

F=9 '18Ö 

wo 9 den Bogen a-j-ß-f-y— -180° bedeutet, und durch folgende Formel unmi 

cot ib. cot ic + «wa 

COt |<p = 2- ! 

* T sin a 

c) Gegeben: die drei Seiten a, b und c, so ist: 



r«* 



F== 9 'i8ö 

wo <p gleichfalls den Bogen a-\-ß-\-y—18& bedeutet, und durch folgende Formel 
unmittelbar gefunden wird: 

, l/f>» (a-fb-fc) . iw \ (a-fb— c) . s in \ (a-f c— b) . sin j- (b-f-c-^-a)l 
* 9 2«w-J-a . coä [b.cos^c 



Zusatz. Wenn das Dreieck gleichschenklich, und z. B. b = c ist, so wird: 
™ = ^|^.l/«»(b+ia).,/«(b-.^) 



Ist das Dreieck gleichseitig, so wird: 

X 2 



sä. | 9 = l^ii.l/^la.^l. 
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F) Formeln für tl i e Veränderungen, welche die Seilen und Winkel 
eines sphärischen Dreiecks erfahren, wenn ein/.eluc derselben 

sich verändern. 

AA) Formeln für das sphärische Dreieck überhaupt. 

W enn in einem sphärischen Dreieck jtwei Theile, Seiten oder Winkel, als 
constant angenommen sind, so* wird der Einflnfs, welchen eine sehr kleine Verän- 
derung (Differential) irgend eines dritten Theilcs auf die übrigen Stücke des Dreiecks 
ausübt, durch folgende Formeln dargestellt: 

Erster Fall. 

Eine Seite a und ) 

ein anliegender Winkel 3 ( sJnd als COns,a,U «"S<™«""en. , 

a) Wenn sich die Seite b um Ob verändert, so wird: 
aa) die Veränderung der Seite c: 

1. 3c = ab . = 3b . sec « 

COS OL 

2 9b s ' n ^ * s,n c 



3. = 3b . 



cos a — cos b . cos c 
sin c 



cos a . sin b — «V» a . cos b . cos y 

4. = 3b. , 1 - 

cos a . sm ( i . sm y — cos ,i . cos y 

bb) Die Veränderung des Winkels a: 

5. 9« = — Ob . lang a . cot b 

g . ^ sin a (cos c -j- tang « . cot i) 

sin c 

7. = — ab.— 221 

* sin b (lang b .cot & — au ■;») 

cc) Die Verändenuig des Winkels <y: 

tane et 



8. dy = ab. 



9. = ab . 

io. = ab 



sin b 

sin y 



sM-b . cot a — sin b . cos b . cos y 
sin a . fang n 
sin a . sin J 
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I 4 

b) Wenn sich die Seite c um 3c verändert, sö wird: 
aa) die Veränderung der Seile b: 

11. dö = 3c.«wa 

. a . cos a — cos b . cos c 

12. = 8c . r : 

sm b . sm c 

- coj a . sin b a . cos b . y 

Ij. = de . — : — ■- 

smc 

14. = 8c . (cos a . sin fi.siny — cos |3 . CO* y) 

bb) Die Veränderung des Winkels a: 

15. 8a = — 8c . sin « . cot ;i 

' -16 - —8c S ' n * a * COt " a ' 0)1 " ' C0J c 



Ä/rt c 



17. = — 8c . ■ . . A — 4- 

sinb.tangb 

cc) Die Veränderung des Winkels y: 

18. dy=dc.^ 

sin t> 



19. 



* * o 



20. = 8c.-T-r — ^ JL 
sin b. sin c 



21. = 8c. 



sin* et 



sin a . sin ß 



c) Wenn sich der Winkel a um 8« verändert, so wird: 

aa) die Veränderung der Seite 6: 

22. 8& = — 8« . cot a . fang h 

sm c 

^ a * 5/» « (cos c -j- /««£T « • cot ß) 

n sin b (tanst b . cot a — cos y) 

24. = — 8a . i — ~ . ■ 

sin y 1 

bb) Die Veränderung der Seile c: 

25. 3c = _ 3 a.'-^! 



— 166 



26. de = — 3« . . *m c 

sirt«. cot p -f sin a. cosa. cos c 

27. — — 9 ~ w»b./q Wg b 

sina.sirtß 

cc) Die Veränderung des Winkels y: 




d) Wenn sich der Winkel y um 9y verändert, so wird: 
aa) die Veränderung der Seile b: 

31. 35 =s 9y . sin b.cota 

32. = 3y . b • flof a sin b . cos b . cos v 

33. = 3 ; . J '*»w»P 

sma, tatig a 

bb) Die Veränderung der Seite o: 



wi b 

Jfi» a 

35. = 3y * Vb . 



34. 3c = 3y. 

*i» a 



= öy . -s 

ji« a . £ 

36. ^ 3;- h sinc 

sin a . ji« y 

37. — a r ""a-sinß 
sin 2 a 



cc) Die Veränderung des Winkels a: * 

38. 3<x SB — ^y.co^b 

39. = — .3^ . co * P 4- **>s « ■ cm y 

sin a . f/« y 

40. s= — a.«»c. cwp-f cm*. ©mc) 
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Zweiter Fall. 
Eine Seile a und J . , , 

der Gegenwinkel o I 8 constant angenommen. 

a) Wenn sich die Seile b um ab verändert, so wird: 
aa) die Veränderung der Seite c: 

COS p 

2. = — ab . (cos c . sin « . tarig ß — cos a) 
"~* ^ ' cosb .sinu . tangy — cos« 



3. 



a sin c («w c — cof a . cos b) 

Sin b (cos b — cos a . cos c) 



5 ab b . cot c cos 

"1 — b . cot c . cc 



fang b .cote. cos a 

bb) Die Veränderung des Winkels J3: 
6. 3? 3b . cot b . tew# ß 
7 — q -f- co* » • co* c . fang ff 

c 

9. sa 8b 



.v/« a 
w« a 



io. =ab. 



* stn c — co* c . /ongf b . CO* a 

\ir; y 

sin a — cos h. tang h.cosy 
cc) Die Veränderung des Winkels y: 

11. dy = —ai>., * iny , a 

fang- c . co* ß 

12. ^-.ab.^ 0 :^ 

*i« b 

lo. 'S — dO. r — 7—r 

cos b . tang y — si§ b . cos a 
14. -r h cosy.tangP + cos*.siny 

stna 
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15. 3; Jh *»iy(t+/aiy a.<fliyb.CTiy) 

/a«o a — tang b . cos y 

16. =-Bb. . ^osb tang y^ tang u 

sm b (cos b . tang u . tang y — 1) 

Wenn sich die Seite c um 9c verändert, so wird: 
aa) die Veränderung der Seite b: 

17. 3A = - 3 c.52i£~ 

COSy 



18. = — 8c. : i 

cosc.sma. tang p — cos u 

19. = — 3c (cos h. einet, tang y — cos a) 

an i f 1 *" p p — cos a • ^ c ) 

Z\). - — - """"" <}C • ' . . • , 

*/« c (co * c — • cos a . co* b) 

0 . „1 — '«r«gT b . cot c . cos n. 

2, 1 . — t)C . — • 

b . co/ c — coa a 

bb) Die Veränderung des Winkels 0: 



22. 3.3 = -3c - 

tang b . cos y 

«. as ,,ac. wb : to yy 



24. = — 3c. 



51» C 

*/» a 



lang* b . co* c — */7» c . cos a 



co* |3 . y -|r ^ 8 • *"* 

*/« a 

*/n i'i (1 -f- tang a . /^r»jr c . cos ß) 
tang a — tang c . cos $ 
0 _ co* c . tang ß -f- fang a 

(co* c . /owg- a . tang p — 1) *w c 

cc) Die Veränderung des Winkels y: 



25. = — 9c 

26. = — 9c . 

tang a — tang c . cos ? 



2S. dy = decote. tang y 
29. = 9c . 



sin a cos b . co* « . tang y 



sin b 

OA _ */« ß 4- co* a . co* p . f ang y 
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sin * 



sin ft 

31. 3y — &' sinh ^ CO sb.tangc. 



COS et 



sin ß 



32. 3 c . A ^ COSA% tang c.cosß 

c) Wenn sich der Winkel p.um dß verändert, so wird: 
aa) die Veränderung der Seile b: 

33. db = dß-tangb.cotß 

sin c 



34. 
36. 

- 

36. 
37. 



= 9? 
= 33 



sin u -\~ cos c . cos « . fang 3 
sin a 



' sin y -{— cos a . tang . cos y 
si n c — iang b . cos c . coj a 
AI« a 

wt a — co-y a . tang b . cos y 



bb) Die Veränderung der Seite c: 
38. 3c = —3,3. — 



39. 
40. 
41. 
42. 
43. 



= —3.3 



sin 
sin c 



cos b . /a«£ y 
tang b . ro.t c — sin c . cos a 



5/H U 

sin a 



' ettf 3 . tang y -f- ccw a . sin 3 



= -33 

= s ; u ^ (i _|_ //iwg- a . tang c . tw 3) 

sin c (go.t c . tang " . ß — 1) 
= — 33 . cof c a e /</W g. p _ t 



cc) Die Veränderung des Winkels y: 

cos c 



cos b 



44. 3y .= — 3.3 • 

45. ' = — 33 . {sin a . tang b . cos y -f «*« a ) 

1 

46. — ~ d? - sin*, tang c. cos ß-t-cos* 
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47. dy » - a p.™/<^rj-«>*«-<»'fl 

*l» P («>* j'i -f- CO* a . COS y) 

48. ^ tangß.«*y+co** 

l + cos a . Umg p . cot y 

d) Wenn sich der Winkel y um dy verändert, so wird: 
aa) die Veränderung der Seite b: 



49, 




-dy- 


50. 




-r3y. 


51. 




-ay. 


52. 






53. 




-8y. 


54. 




— 8y • 



*wy 
*wb 



cos c . /owg- ji 



SM a 
sin a 



/a/iy j3 . cos y -j- cos a . */m y 
tang a — /m/» b . cos y 
sin y (1 -f- /o/ig- a . lang b . co* y) 
sin b (cos b . f ang a . tang y — 1) 
cos b . fang y -\- fang u 

bb) Die Veränderung der Seite c: 
55. 3c = dy .tang c. cot y 

. ' sin a-f* cos b . cosa . tang y 



sin a 



57. dy • i . i 

»« ß -f- co* a . cos |3 . 

^ ^ *b*b — cos b .cosa . tang c 



sm « 



59 ~ sini — co* a . tang c . cos ß 

. "~ 

cc) Die Veränderung des Winkels p: 

60. 3p = — 

' co*c 

61. = — 3y ■ : rr r— — 

sm a . tang b . cos y -f- cos a 

62. ss — dy • (**» * • Joflgr c . co* ß -f" 004 a ) 
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63. w^-dy.^^r^l"" 0 """^ 

sin y [cos y -f- cos a . cos ß) 
07' fang p . cot y cos * 
Dritter Fall. 

Zwei Seilen, ) 

b und c \ wer " en a " con «tant angenommen. 

a) Wenn sich die Seite a um 9a verändert, so wird: 
aa) die Veränderung des Winkels et: 

. . sin a 

1. d« s= ja . -r— r . ■ 1 . — 

sin b . sin c . sin a 

2. = 9a . — : — - 

sin c.stnß 

3. = 9a . -T-r — s — 

sinb. sin y 

bb) Die Veränderung des Winkels ß: 

co/ c — co/ a . co.v 3 



5. = — 3a . 



6. =- 8 a.-A CO,y 



7. =»— 9a. 



sin c . 51« a 
COS C . 51« 3 — cot <* . ro.< ,3 
5*7* c 



er) Die Veränderung des Winkels y: 

cotß 
sin a 

cot b — cot a . co* y 



8. 3y = — 3a . -r-^- 
r sm a 



9. ä= — 9a. Äjty 

cos ß 

cos b . sm y — - co/ ot . cos y 
11. = — 3a. 7-r ~ 



Y 9 
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b) Wenn der Winkel a sich um 3a verändert, so wird: 

M 

»a) die Veränderung der Seile a : 

. ^ _ 4,7/1 b . sin e . sin « 

12. da = 3« • — 



stn a 

13. = 3a . sin c . «i* £ 

14. = 'da. sin b. sin y 



bb) Die Veränderung des Winkels ,3: 

. . *i/i 5 b (ttw c — sin c . /"nir b . cos a) 

lO. dp == — o a • 

stn?a 

16. = — 3a . mV ,i (w c — COt u . <Ytf ;3) . 

n__ .w« ß.cosy 



IS. = — 3a . 
19. = — 3a . 



f/R a 
sin b . r/M y 
sin a 

fo.v c — cos a . 001 b 
sin 9 a 



20. = — 3a . {cos c — sin c. cot a .cos ,3) 

ec) Die Veränderung des Winkels y: 

sin- c (cosb — sin b .cot c . cos «) 

> Ja . 1 

wt 5 a 

3a . sin 7 y (cos b— cot u. cot }•) 

_ */« y . «w £ 
3«. — -■ 



21. 


dy = 


22. 








23. 




24. 




25. 




26. 





3a. 



SM <a 
sin c . cos ß 
sin a 

«wb — cost\ .cosc 



3a . 

«//* a 

• 3a . (cos b — sin b . cot a . cos y) 

c) Wenn sich der W inkcl ß um 3 4 3 verändert, 90 wird : 
aa) die Veränderung der Seile a: 

27. da ss — 3p . sin a . #««*jy 

28. =-313. ™j? 



173 



29. aa = -8^ 



30. = — 33 . 



cos y 

sin c 



cos c . sin ß — cot « . cos 3 



bb) Die Veränderung des Winkels «: 

.?///- a 

31. 3« = - 3,* . 4 ,v b (cor c — cot b . .«>* c . cos «) 



32. 'ss — 33 

33. . = — 3.3 • - 

34. =—93. 



* sb? 3 («w c — c©/ « . «rf 3) 

sm « 
jr/w ji . cos y 
sin a 



sin b . «wr y 

3;>. — — 8,3 . ^ c tw a wj b 

1 

36. -"* 3 ' ,, w ,c-«rfa.ii»c.fM i i 



cc) Die Veränderung des Winkels y: 

37. dy = 33.«>/3./i7/i5-y 

im a . cot b — cos a.cosy 



3S. = 33 - 

u ' u * cesy 

cos b — cos a . cos c 
39. — " cos c — co* a . cos b 

roj» 3 

= ^ 3 ' sin n.cosb — «/ja. cos 3 
am c . 00/ b — coj c . #y>a' a 
4L = 3 < 3 * sin b. cot c — cos b> cos u 

t 

» 

d) Wenn sich der Winkel y um 3y veräudert, so wird: 
aa) die Veränderung der Seile a: 

42. 3a = — dy.*inm. tarig? 

smy 

43. = —dy'cotb — cöta.tosy 
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sin b . sin a 



44. 3* = — 3y. 

j cosß 



' cos b.stny — cota.cosy 



bb) Die Veränderung des Winkels a 
46. 3« = — 3y. 



*#/»* a 



sm* c (cos b — sin b . co/ c . cos u) 

47. = — dy ■ -*-r — : r— 

sin 7 y (cos b — cot a . co/ y) 

48. = -3y — 

' OM ji . «» y 

49. = — 3y 



c . cos ß 

50. »- 3y .-- 1 -> ,a 



51. 



cw b — co* a . cw c 
*^ ' co* b — cot a . sin b . cos y 



cc) Die Veränderung des Winkels ß: 
52. 3.3 — 3y . tangß .coty 



53. = 3y . -T- 



cosy 



sin a . co/ b — cos a . co.s y 

_ . _ cos c — cos a . ro* b 
54. = 3y . r 

COSb COSA, cos c 

- , _ jy/w a . cos b — cos a .cosß 

55 ' = 3y ' 7o7ß 

. sin b . £so/ c — cos b .cos n 

■ob. — 3y.-i TT 

.w» c . co/ b — co* c . co* « 

* 

Vicrler Fall. 

Zwei Winkel, ) 

ß und y l wer " en a ' 8 consUnl angenommen. 

a) Wenn sich die Seile a tun 3ot verändert, so witdi 
aa) die Veränderung der Seite b: 

1. 3o = 3a . *«« b (cos y-\-cot*.cot b) 
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2. do = 8a 
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sin b . cos c 



sm a 



3 g a *rö ff . co s c 



4. sc 8a. 



*//* U 

f- CO* a . COS ß 
sin 1 u 



5. s= da . («wy + b • *»« y . c©# u) 

bb) Die Veränderimg der Seite c: 

6. 9c =: da . #/» l c'(f»* ß -f- cot a . cot e) 

_ * //i c . cos b 

7. ss da . : 

sm a 

a_ co* b . sin y 
— da . : - 

sm a 

9.. a j).. tw ^ , - ft,, y 

sin 1 ol 

10. r= da . (co* ß -f- co* c . cot u . .v/w ß) 

cc) Die Veränderung des VVinkeb a: 

. . „ „ *m a .sinß . */« y 

11. o« = d» • 

— . « 



12. = d& -sine, sinß 

13. r= da.*i»b.*üiy 

b) Wenn die Seite b sich um db verändert, so wird: 
aa) die Veränderung der Seile a: 

1 

' sin 1 b {cos y -f- cot a . cot b) 

sin a 
sin b . cos c 

sin ol 
cos c . smß 

sin*a 
cos y -f- cos a. . cos J 
1 



14. 


da = 


db. 


15. 




db. 


16. 




db. 


17. 




db. 


18. 




db . 
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bb) Die Veränderung der Seite c: 

19. 9c = 9b . cot b . tang c 

, sin « . co/ ,3 -}~ cos e . coj <* 

20. = ob . — — — — 

CO.? c 



21. 

22. 



, cos 3 -f- cos a.cosy 

' cÖ7y^pöö7 a . CO« ji 

co j b 

' 51» a . CO/ y -j- CO.v b . COS u 
cot ji . sin y -f- <^? y a • cos y 
* b . cot y cos a . cos P 

ce) Die Veränderung des Winkels «: 

24. 3« = 8b . ffl/ig- c . sin a 

^ sin b 

25. = 8b . 



cot y -f- «>* b . cot c* 
cosc 

, „ , ..«'» b . co* y -f" cot a • CQ * - b 

2/. =z 9b . ■■ 

£*re y 

c) Wenn die Seile c sich um 9c verändert, so 

aa) die Veränderung der Seile a: 

1 

29. 9« = 9c 



29. «— 9c • 

30. = 9c 



ab' c (co* fi -f" co/ a . co/ c) 
sin a 



$i>* c . cos b 
' cos b . .«« y 

31. = 9c 



32. =9c 



cos [i -p cos a.cosy 
1 



CO-f 3 -\- COS C . COt W . .«>! ji 



bb) Die Veränderung der Seile b: 

33. 9& = 9c, /ang" b. co/ c 

cos c 

34. 3 3c 



«Mt a . CO/ ß -f" COS a.COSC 
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35. a* = 3c. w *t*" , ' C °'^- 

cos ß -j- cos a . co* y 

0 . «w « . cot y 4- co* b . cos a 

36. = 9c. curb 

.37. =8c .f«L b -iJ^±£2i!L~*P 

smy.cotß ~\-cos a . 



co*y . 



ec) Die Veränderung des Winkels a; 
38. Ja s 9c. fang b . sin a 

*i»c 



39. = 8c. 



40. = 3c. r 



41. =8c. 



co/ pt -f- «>/ a . cos c . 
sin a . s in'ß 
cos 1 



*£» c . cos ß -f- cot a . cos c 



d) Wenn sich der Winkel a um 3a verändert, so ist: 
aa) die Veränderung der Seite a: 



42. da = 3« . . — 

sin» . sin ß . sm y 

43. = 3a . i * . ft 

«/» c . stn p 

44. = 3a. . i i — 

"i b.smy 



bb) Die Veränderung der Seite b: 
45. 3&«3«-^ /C 



co/ y + cot b . co/ « 
= 3a . ' . . - ■ • 



sin a 
co/y , 

46 - = 9a - L 7ihT 

47. * = 3« • — 
sm».siny 



sin b . co* y -4— co/ s . co* h 



i. 



cc) Die Veränderung der Seite c: 

49. 3c = 3«.^ 

2x 
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50. d c = d a. C ° t ?+? t *' C( * C 



st. = aa. , — , 

SM 3 . JIW 



Cf>sb 

52. a3a >^H^»^ 

BB) Formeln für sphärische DreierJce, in welchen eine Seile = 90° ist. 

Fall. 



Eine Seite a (== 90°) und 
em anliegender Winkel 



a) Wenn sich die Seite b um 9b verändert, so wird: 
1. = — 8b . tangb . tange 

stnb 
2 tang y 



3 . 3y = - ab .I^|z 



b) Wenn sich die Sehe c um 3c verändert, so wird : 

4. 3o b — 3c . cot b . cot c 

5. 3 a =s 3c . | «w 2a . c 

6. 3,= 3c. ^-g 

c) Wenn sich der Winkel a um 3a verändert, so 

7. 3* =s 3<x><n»b.co* y 

8. 3c = 3<* . j ■ a ■ 

sin La. 

9. 3y ss 3a . tang a . cot y 

d) Wenn sich der Winkel y nm 3y verändert, so wird: 

10. 3* ss — 3y.j*w»2b .coty 



sin 2c 

11. 3c es 3y. . 0 

12. 3a ss 3y . CO/ a . tang y 





< 
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cjtcr r an. 


Eine Seite a (= 90°) und ) . M t 

ein Gegenwinkel * \ constant angenommen. 


a) Wenn eich die £ 


ieite b um 8b verändert, so ist: 


i. des 


° im 2b 




— ab . — * 

cosß 


* 


ab.^ 






2. aß = 


3b . tang b . col {3 


3. dy = 


ch.\sin*y.tangh 



b) Wenn sieb die Seite c um 3c verändert, so ist: 

, _ , _ sin 2b 

ac £2i£ 

— "~ o*- • ^^^^ 

co*y 

cos a 
— * 3c « 

cos*y 

5. . 3j3 sa — 3C . | 2f3 . c 

6. 3y = 3c . co* c . tang y 

c) Wenn sich der Winkel ß um dß verändert, s< 

7. 3* = ap.foiig-b.co/p 

2co*c 

8. 3c ^••ST2p 

9. 3y = — üß.tangß.coty 

d) Wenn sich der Winkel y um 3y verändert, so wird: 

10. 3* «= — 3y . 2 cot b . sin 2y 

11. 3c s 3v • <<">ff c . cot y 

12. 3ß = — 3y . «tf ß . /a^T v 

Z 2 



— ISO — 

> 

BriUer FaU. 

Zwei Seilen, ) . . , 

b (= 90») und c 8md ak constant Rommen. 

a) W«nn sich die Seile a um da verändert, so wird: 



1. 


da = 


3a . tang z.cota 


1* 

2. 


9j3 = 


Zcotß 
«» 3a 






^_ cos y. cot y 

COS C 








3. 


dy = 





b) Wenn sich der Winkel a uro 9« verändert, so wird 

4. da = d<* * cot &. tang a 

5. 30= 3«.^ 

= _ 3a .£?£Z ■• - 

sin a 

cos 2 y 

= —3a. - 

CO* c 

6. dy = 3« • -J- co< a . sin 2y 

c) Wenn sich der Winkel ß um 3P verändert, so wird: 

7. 3a = . 3,3 . { 2a . tang p 

B cos c. tang y 

COS y 

— — Bf3 . sin a . tang y 

sin 2« . --* • 

8. 3« = 3p.* 



= — dt* ■ 

COsy 
fcos y 

9. 3y = dy .tang cot y 



d) Wenn sich der Winkel y um 3y veräudert, so ist: 
10. 3a = — 3y . sin a . /a/i£ ß 



2 



11. 3a = 3y. — 

12. d? = cy . tang p . cot y 

CC) Formeln für sphärische Dreiecke, in welchen ein Winkel = 90° ist. 

Erster Fall. 

Eine Seite a und ) . 

ein anliegender Winkel ß (= 90«) j " nÄ COnstant an § enommen ' 

a) Wenn sich die Seite b um 3b verändert, so ist: 

1. de = 3b . tang b.coic 

2. 3« = -3b.^ 



i 



3. 3y = — 3b • -^r^ 



b) Wenn sich die Seite c um 3c verändert, so ist: 

4. 3& = 3c • tang c . cot b 

5. 3« = 3c. \sin 2a. cot c 

c) Wenn sich der Winkel a um 3« verändert, so ist: 

7. 3o = — - 3a . «ui b . /a«^ y 

8. 3c = _3a.^£ 

9. 3y = — 3a . tang a . tangy 

d) Wenn sich der Winkel y um 3y verändert, so ist: 

10. 36 == dy.i^Sb./a/jg-y 



i« 2c 
t« 2y 

12. 3« sc — -3y .cot*. COt y 
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Zweiter Fall. 

Eine Seile a und 
der Gegenwinkel « (= 90°) 

a) Wenn sich die Seite b tun 3b verändert, so ist: 

1. de — — • 3b . tang b . cot c 

2. d? = db.tangß.cotb 

3. dy = -3b.^2: 



b) Wenn sich die Seile c tun 3c verändert, so ist : 

4. 3j* = — 3c . cot b . tang c 

5. dp = — dC. ^ ^ - 

6. 3y = 3c . fang- y.cotc 

c) Wenn sich der Winkel ß um dß verändert, so ist: 

7. 3© = d? - cot b. tang? 

8. 3c = — 3p.2//w!£p.*m2c 

9. 3y__3p.__ 

cosb 

CPJ* c 

~~ " oos a 

d) Wenn sich der Winkel y um 3y verändert, so ist: 

10. 3* = 3y.2sw»2b./<w#y 

11. 3c ss ^y. tang c. cot y 

CO* b 

s=— 3y. 



== — 3y 



CO* c 
COS*b 

cosa 
cos a 
' cos* c 
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Dritter Fall. 

Zwei Winkel, 
ß (= 90°) und y ' wrnen 



a) Wenn «ich die Seite a um da verändert, so ist: 

sm 2a 

Mit CC 

CO*y 

2. de = 3a . | rat 2c . co/ a 

3. da = 3a . fang- a . cot <* 

b) Wenn sich die Seite b um ab verändert, so ist: 

4. 3« = db.** 



= ab 

cos c 

= ab. °°* y 

" cos 2 c 

5. 3c = 3b . cot b . fang c 

6. a<* = ab . | /oü£b . sin 2<z 

= b cosy.tangc 
cos c 

c) Wenn sich die Seite c um 3c verändert, so ist : 

7. 3a = 3..^i 



8. 36 = ac.tongrb.crtc 

9. 3« = 3c.raagrb.raia 



d) Wenn sich der Winkel a um da verändert, so ist: 
10. d<7 = da.coti.tanga. 

»3* = 8«-^ 

cot c. COS c 

— 0° • 
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. _ Ä COt b 

12. 3c = 3a . — 
xw a 

Anmerkung. Die hier für rechtwinkliche Dreiecke gegebenen Formeln, achlieben keinesvreges den 
Gebrauch der in AA) aufgestellten allgemeinen VerÄHdcrungsformeln aus, sondern enthalten nur 
solche Ausdrücke, welche nicht unmittelbar aus jenen abgeleitet werden können, und d.\lier dem 
recht winklichen Dreiecke eigtmthnmlich sind. 

Zusätze. 

1) Wenn in einem sphärischen Dreiecke nicht zwei, sondern nur ein, oder 
gar kein Theil als constant angenommen werden kann, so tritt dieselbe Behandlung 
ein, welche Seite 144 für ebene Dreiecke dargestellt worden ist 

2) Bei sphärischen Dreiecken findet die, Seite 141 angedeutete Reduclion der 
Winkel in Bogen nicht Statt, da hier alle Elemente der Rechnung in Gradmaafs aus- 
gedrückt 



• 

Digitized by Google 



Zweiter Abschni 1 1. 



Formeln zur trigonometrischen Analysis. 



A a 
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I. Tafel zur Bestimmung der Werthe, des algebraischen Zeichens 
und der Veränderungen der trigonometrischen Funktionen in Ben 

vier Quadranten des Kreises. 



A* 2 
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Für 0" 


Für einen a 
zwischen 0° und 90° 
(crsler Quadrant) 


Für 90° 


Für einen Z. a 
zwischen 90° und 180° 
(zweiter Quadrant) 


Sinus a 


= 0 


= -f" sin a w 


= + 1 


= + ««(180°— a) 

= -f- cos (« — yu") 


Cosinus a 


- + 1 


= -\-cosa a 


= 0 


= — cos (180°— u) 

Yf 

=3 — SM {u — vir) 


Tangente a 


= 0 


= +tanga w 


= oo 


= — tang(i&J°— «) 

a 

— —COt ya—imr) 


Cotangente a 


= oo 


= -j- cot n a 


= 0 


= — w/(180°— «) 

w 

= — * ow # (« — 'Jlr; 


s 

Secante a 

* 


= + 1 


= -\-seca. w 

* 


= oo 


= — jrr (180« — tt ) 

a 

— — cosec yu — yi i ; 


Cosecante a 


= oo 


= 4" *™ec a a 


=+1 


= 4-tt»«r(180°— <*) 

w 


i 

Sinus versus u 


= 0 


— 4" s ' n vers a w 


=+1 


= 2 — n»twr#(180^- <*) 

w 

— tv* j / 


Cosinus versus a 

» 


= + 1 


= -\- cos versa, a 


= 0 


= «w wer* (180° — a) 
= «« vers (a — 90°) 



Anmerkungen. 1) Der BucluUbc ~w bedeutet, dafs die Funktion wichst, während der B.>pen 
2) Uencnchreitet der Bogen ein oder nehreremal da» MaaA Ton 460», so wird 
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! Für einen Z. a 
Fürl8(H xwischen 180» und 270° 
(dritter Quadrant) 


Für 270« 


Für einen Z. a 
zwischen 270° und 360° 
(vierter Quadrant) 


Für 360° 


= 0 


== — sm (« — 180°) 

= — CO* (270°— a) 




= — an (360° — a) 

„ a 
= — cos (a— 270°) 


= 0 

• 


= —1 


= — COS (a — 180°) 

= — *m(270°— «) 


= 0 


= -f- cw (360°— a) 
= +*i«(a— 270°) 


= +1 


= 0 


= -{- /*/«§•(« — 180°) 
= -f- cot (270°—«) 


= oo 


= — /fl/l°-(3G0°— a) 

i Ä a 

= — cot («— 2;o°) 


= 0 


= oo 


= -f- co/ («— 180°) 

= +/flwg-(270°-.«) 

■ 


= 0 


= — co/ (360°— «) 
= — long {<x — 270°) 


= oo 




= — scc {'* — 180 ') 

w 

= — co-k?c(270°— «) 


= oo 


= + wc (360°— u) 
= -\-cosec(a— 270") 


• 


■ 

== oo 


= — (270°— «) 




= — cosee (360° — «) 

w 

= — scc(u— 270°) 


= oo 


= + 2 


= 2 — wtwr^a— 180») 
= 2 — cos vers (270°— a) * 


=+1 


= «/*tw*(360°-- «) 

a 

= cos vers (« — 2/0°)' 


= 0 

• 


= +1 


= 2 — «»tw*(270°— a) 

w 

= 2 — cos vers (<*— 180°) 


= + 2 


= 2 — co* vers(u— 270°) 
= 2 — ««ccr*(360°— a) a 


= 1 



•wächst; a hingegen, da.Cs die Funktion abnimmt, wenn der Bogen wäcluf. 
360 s to oft abgezogen, als dies möglich iit, ohne eine negative Zahl ru erhalten. 



« 
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■ 

II. Zusammenstellung analytischer Werthe Ihr die Funktionen 

bestimmter Bogen. 



A) Werthe für die Sinus und Cosinus der Bogen von 3 zu 3 Grad. 
sin 0» = cos 90° = 0 

sin 3« = cos 87» = U^ *+KV+l /(5+l/5)-I/WT^-K£-Kj] 
wi 6° = co* 84° = | []^(30 4- 6 ^5) — 1 — I/o ] 

sin 9» = co*Sl» = |[Vl+l/ j-V(5- K5)] = { [K(3+l/5)-l/(5— J^)] 
*w 12° = co* 78° = \ [1/3-1-1/(10+21/5) — 1/15] 
sin 15« = cos 75» = X AV\-VR = HK6-J/2] 
*m 18» = co* 72° = J [—1+1/5] 

*m2l» = 69« = | + 1/1+1/( 15-3 t/5)- f-l/(5-t/5)-K{-^] 
*m 24° = co* 66» = | [t/3+1/ 15— 1/(1 0— 2^5)] 

*«i 27» = co* 63» = { [^+l/(5+l/5)-K 9 s ] = J [V(Ht/5)-K(3=F5)] 
.««30» = co*60» = \ 

sin 33» = co* 57° = j [ K+K^+K (15+3K5)-]/(5+l/5)-I/ 3 ,--l/|] 
sin 36» = co* 54» = \ [1/(10—2^5)] 

*in 39» = co* 51» = |fl/*+ Kf+^+ l/V+)/(5-t/5)--l/(15-3K5)] 
«„ 42» = co* 48» = { [1 +1/(30+61/5)— 1/5] 

«>i 45» = co* 45» = Kl 

*,»48« = co* 42» = | [l/15+K(iÖT 2y5)— \/ 3] 

*;»51» = co* 39* = i[l/f+K^+l/(5-K5)+]/C15-3l/5)-^/'-l/|] 
*m 54» = co* 36» = +^5] 

*,«57» = co* 33» s |[l/t+^+l/(5+l/5)+]/(15+3J/5)-l/|-KV] 
**,60» = co* 30» = |l/3 

*//i63« = co* 27» = HVi+ V$TFS)- -yk] = i[K(5TS^)+K(3=j75)] 
«V/ 66» = co* 24» = J [l+]/(30— 6I/5)+K5] 

*»«69» = co* 21» = j fl/ j+l/f +l/ }+K¥+K(t5~3K5)-]/(53l75)] 

*/« 72» = co* 18° = » [1/(10+21/5)] 

«'» 75» = co* 15» =. \ [l/|+1/ j] = j [K 6+l^] 

*/« 78» = co* 12» = \ [V5+l/(30+6l/5)— l] 

Digitized by Google 



— 191 — 

*/i81° = co*9° = nVZ+V*+V &-yV) = i(]/(3+l/5)+l/(5-l/5)J 

W»84° = w6 8 = | [^3+1/15+1 /(10— 21/ 5)] 

«.87» = co,3° = } [l/i+l/V+KFR^+KUÖ+Sl/^-KJ-l/}] 
*/« 90° — cos 0° = 1 

B) Zusammenstellung einiger anderen brauchbaren Werlhe für 
die Sinus und Cosinus bestimmter Bogen. 



sin 7i« = ^821- = i]/(lE^±^) , 

*»» 11*° = «w78}° = | Vl2— ^(2+l/2)J 
«it22[* x= co,67}° = 1 1/(2— 1/2) 

w»33;° = co,56{* a } |/[2- K(2=P1)I ' * 

««37|» = «*52}<> = ||/( 4 t^^P^ 

56;° aW «w 33f = | 1 /[2+)/( 2— 1/2)] 
jm67£« = 00,22}° = }]/(2+l/2) 

s>V78r = cm Hj« = fK ß+FFFWI "* • 

sw82}° = 00, 74° = } 

C) Werthe für die Tangenten und Cotangenten von 3 zu 3 Grad. 

|/7l3^)-2+l/3 
ranj 3° 5= 00* 87° = - - V 

_ 2+K3— 1/(5+21/5) 

l+(2+l/3).K(5HF^p5) ' 

— j/ U j 

\ (1/5 — 1) +(1/3+ 1) . 1/(5+1/5) 
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tang 6° = cot 84° 
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]/(5— 21/5)- 



|/^ 3 (5-j/5)j K5 + 1 
= )/(^) + «) 

/«V 9» - co/81 - 1+|/(5 ^ 2 l/5) 

— 1+1/5— l/(5-f-2K5) 

V C**^ 5 ) 1/3 (t/5 "" 1) 

/«»£■ 12° ss co/ 78° = >■ ae 

= 1/(5+21/5)— 1/3 

i+1/[3(r> +i> i/5)i 



/owj 15» = co/ 75° = 2—1/3 

1/3— 1 

— J/3-f 1 

_1 

— 2+1/3 
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fang 1 8° = cot 72° m ]/ (l — ~) 

= 1/(1-2I/|) 

_ 1_ 

~l/(5+2l/5) 

(1/5+ 1) +(1/3 + 1) -1/(5-1/5) 

*m;21° = cot 61>° = r^r-j — TZZZZ 

- (1/5+ D+tt/3- 1) -1/(5-1/5) 

^ l/(5-21/5)- 2+l/3 
l+(2-K3). 1/(5— 2|/5) 

_ 1 -K( 1 +i75)< 2 ^ 

2^l/3+K( 1 +p5) 

1/3—1/(5—21/5) 
,„»,24» - «,,66» = 1 ^ v/ ^ =g ps a 

1/3.(1/5+1) _ |/( 5-l/5 ^ 
= 1/5+1 . l//3(5-l/5)\ 



= t/5—]/(5— 21/5) — 1 



/öw»-30° = «>/ 60° = -i- 

= 41/3 

1/3-1 
~~ 3 — K3 

= cot 57* = K^ = ^)+(2--K3).K5 
j/5 — (3 — 1/3) . V(o — 2 1/5) 

l- (2 - K 3).^( l-A) 

_ 2+]/34-|/(^4- 21/5) 

2 1/(5 + 2 1/5) + KL3 (5 +2 1/5)] — 1 
fang 36° =s co/ 54° = |/(5— 2J/5) 

1 



1K(;+Ä)-K(»--Ä)]-" 



1/5 + 1 

^2+1 . (i/ 5 + 1 ) _ (K3 _ j } . V^ZZpSj 
to/#39» = co/ 51° = 

t^.(l/5+l)+(K3+l).K(5=F5) 

2+1/3—1/(5—21/5) 
l + (2+^/3).K(5- :r 2p5) 

J/(5+2|/5)-.* 
/<wg 42» = co/ 43» = , _ /c ■ 



■ 
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,ang 42« = cot 4S° = V&»+i^=i, 

|/^( 5+l/5) j 1/5 — 1 

/*rw£ 45° = co/ 45' = 1 

tarnt 4b— co/ 42» = Va+T/csWSj 

/«**51° = co/ 39° = l+('2+l/3) K(T^2175) 
tong 54° — co/ 36° ss 1 



1/(5—21/5) 
. 1/(5-21/5) 

tang 57» = co/ 33» = / \ a/ 

/o/ig- 60« = co/ 30° = 1/3 



/owy 63° = cot 27° 



1/5+1/(5-21/5)-! 



«^66» = co/ 24» a iims^)] 

1/3—1/(5 — 21/5) 



Bb 2 
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lang (SP = cot 21° 



_ l/3)-.K(5— 81/5) 



VW— 21/5)— 2+1/3 



fa«y 72° = co/ 18° = 1/(5+21/5) 



D) Funktionen für die aliquoten Theih; des Kreises. 
E& bedeute * den halben Kreis oder 180°, so sind: 



1. 


• 


=M-K3 


2. 


cos 


= 1 


3. 


tang 


= 1/3 


4. 


cot 


= 1.1/3 


5. 


sec 


== 2 


6. 


cosec 


= IK3 



bb) Die Funktionen fiir j (= 45«) 



1. 


sin 




2. 


cos 


= vr 


3. 


tang 


1 


4. 


cot 


= 1 


5. 


sec 


= 1/2 


6. 


cosec 


= 1/2 




^ 75° = cot 15» = 2 J^ 3 

= 2+1/3 



= 1+1/5+1/(^+21/5) 



/fl7l£ 84° a= co< 6° = i 
/o/ig- 87° = co* 3° = i 

- 
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cc) Die Funktionen für £ (= 36") 

1. sin =s |.V(10— 21/6) 

2. co* = j. (1+1/5) 

3. lang = 1/( 5—21/5) 

4 . = J/(3BES) 

5. «sc = 1/5— l 

dd) Die Funktionen für | (= 30») 

I.t 
. «i» — {- 

2. co* — 1-1/3 

3. ^a/i^ = \ . 1/3 

4. cot = i/3 

5. *cc = f .1/3 

6. co*cc = 2 

ee) Die Funktionen für £ (= 221«) 

1. sin = |.}/ (2-V/2) 

2. co* = 1-1/(2+1/2) 

3. /a«£ = K2— 1 

4. «tf = 1/ 2+1 

5. *cc = 1/2(2—1/2) 

6. co*cc = 1/2(2+1/2) 

ff) Die Funktionen für ^ (= 18?) 

■ 

1. sin *=^.g /5— i) 

2. co* ss 1.1 /(10+2 1/5 ) 
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4. cot = ]/(5-f2l/5) 

5. sec = ]/ ^~l Vb ) 

6. cosec = 1/5-J-l 



HI. Werthe für sanirotliche Funktionen, ausgedruckt durch alle andere. 

* ♦ 

A) Werthe für den Sinus a. 
a) In gleichartigen Funktionen desselben Bogens. 
Ausgedrückt durch: Formel: 

1. Cosa; 1/(1 — COS*a) 

tone a 

2 - 1/(1 +L^a) 

1 . 

-f- CO/* a) 
1) 

4 - ** a ; — £c« — 

i 

5. cosec a; 



cosec a 

b) In gleichartigen Funktionen des halben Bogens. 



6. ««jr; 



7. co* ^; 



8. /o»^^; 



9. C0/—1 



2« B |.K (l-„n.|) 
2„»^l/(»-«»'i) 

2 tan s\ 



l-{-COf\y 
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Ausgedrückt durch: Formel: 



10. seep 



11. cosec ^; 



2.j/ / (**-»£_l) 



2.]/(cW£-l) 



«wec* ^ 



c) In gleichartigen Funktionen des doppelten Bogens. 

„ . kl 1/(1 4- sin 2«) — 1/(1 — «« 2") 

12. «»2«; K V ' 2 

13. cosiu; Y i ^ j » 

1/ f i/(i-h^^)-^^^ 

K ^ 2 |/(t 4- co/ 2 2«) / ~" 
1 /( 1 1 -f co/ '2a — co/ 2« j/( 14^*2^ 

— K l*- 1 + co/' 2« ; / 

] / / fgc2«-^T \ 

r v 2*cc2« y 

• ]>/* /er wr 2a-|-l \ , 1y/ ( cosec In— \ \ 
\ cosecia ) % 'V \ cosec 2« / 

d) In verschiedenartigen Funktionen des einfachen Bogens. 

18. cos a, tang a; cos a . tang a 

. „ COS IX 

19. cos a y cot <* ; 



15. co/ 2«; 



16. *cc 2« ; 

17. cosec 2a ; 



CO/ « 



20. tanga, seca; 
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31. 



Ausgedrückt durch: Formel: 

cos a . sec a 



21. cos*, sec ol, cosec a ; 

22. seca, cosec a ; 

23. tang a, cot et, cosec a; 



cosec m 
sec <* 



\Z\sec 1 u -j- cosec* u) 
fang at.COtn 

cosec * 



sec a — cos a 

24. sec (x, cos a, a; — a • 

25. sec a, cosa, cot a -, {sec a — cos a) cot * 

e) In verschiedenartigen Funktionen des halben Bogens. 

26. sin^cosp 2*/i»|.co*| 



27. *f,«»Ji l-(±Ä|T«»^) , 

28. «mj, /rt^^' 



. o a 



a 

2*m| 
a 

^2 



30. cm|, tang^'i 2 co** J . ta/zg- ^ 



«° f 2' 2 ; 



a 

I 

» 



^2 

2 CO* 

32. «W«^; - 

2 

2 



33. <angr|, co/£; 
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Ausgedrückt durch: Formel: 



_ , a. a 

34. tang K , seep rj- 



sec* 



35. iang^f, cosec ^; 

36. ro/^, ^<fcj; 



2 

2 



2 

a « 

cot 2 >sec*^ 
2«>/| 



37. co/y, cosec ^ ; - 

cosec' 1 2 



38. weg» cosec ^ ; 



a a 
39. sec -r , co^c jr- ; 



2i«c^. cosec 5- 



f) Vermischte Ausdrücke aus den Funktionen des einfachen. Laitan und 
doppelten u. s. w. Winkels zusammengesetzt. 

40. cosa, sin -la; \/(t^- sin 2a) — cos * 

41. «KU«, #?J»2a; «wa — {/(l — «in 2«) 

42. «w«, etw 2a; ]/(coj s « — CO* 2a) 

43. co*a, ; f«7»y^(l-}-c<tta) = 

1 a s ^ a 

cot^; cot 2 

, 1 — CO* a a 

44. id. id.; — = (1 — cos a) cot ^ 

i. Cc 1 
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Ausgedrückt 

* 

45. cot a, cot 2 ; 



46. cot a, fang ^; 



Formel : 



47. cos a, 



fang (*5 + 1); 



48. id. id.; ' 



49.. «Vi(30 + a), *l«(30— u); 

50. co*(30+a), co* (30— <*); 

5t, *«i(60-t-a), *i»(60— a); 

52. co*(60+a) t co* (60— <*); 

53. CO*a, *i#»(6Q-fa) ; 

54. cos ot, */«(60— a)~, 

55. CO*a, co*(60-{-a); 

56. co*a, co* (60 — a); 

57. jw(45 + |);- 

58. sin ^45 — ^ ; 

59. /a^(45-£); 



co/ ^ -*- cot « 



1- 



1 — cos ct. cot 



,^(45 + ;-) "( 45 + ^ 

Mit (30+«) — *?» (30—«) 

F3 

cos (30—«) — co* (30-f u) 
*//i(60.-fa) — *m(60— «) 

co* (60— a) — Co* (60 -j-ö) 
£73 

2 (sin (60+a) — ' . l/(i.co*«)) 
2 (£ . ]/3 . co* * — */» (60 — «)) 
{ CO* a — cos (60+a) 
TP3 "~ 
co* (60— «) — jco*a 

FF3 

t-w(tt-|) 
l-/an*'(45-|) 
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60. 



61. cot 



6*2. cot 



Auiigedrückt durch: Formel: 

^ tang*(iS+^+l 

cot* (^45— — 1 

14- co/' (45 + 1) 



(45-1); 

(•+;)• 



63. M» f (45+|),/« W (45-|); i |t ^ 

, a\ > „\ ' < -»(*+f) — (« + |) 

64. M« f (45+|) > ax(45+|) i 7 i iL 

66. ^(«-|) > «/(45-|) ; -4 ?i 

• /xe 1 v • /x- v *w(464-ot) — jm (45— a) 

66. «n (45 +0), sin (4o— a); 1 — i i 

«7. ~ (46+4 ~ (45-4, "'(46-4-^(46+.) 

- 

B) Werthe für den Cosinus a. 
a) In gleichartigen Funktionen demselben Bogens. 



1. sin^ 1/(1 — *ro'a) 



Ce 3 



Ausgedrückt durch: 



3. cor a; 

4. seeaj 

5. cosec u ; 



• a 

6. ««2» 

a 

7. «Mfr; 



8. /<?»gr^; 



9. cot-; 



10. 



a 

_ • 

2' 



11. «wec^-; 



b) In 



Formol : 



cot « 



V$~-\-cot*<*) 
1 

JfC« 

« — 1) 

co-wrc « 



1 — 2*;«' 



2 



2 co* 2 ^ — 1 



1 — tang* ^ 
cot^-l 

a 

2" 

roj«? 4 ^- — 2 



cosec 9 



ex 

2 



c) In gleichartigen Funktionen des doppelten Bogens. 

n. *fc s )/ [i+Ki™g J = 

1/(1 -|- 2a) -f- 1/( 1 — f //* 2a) 



1 
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Ausgedrückt durch: Formel: 



13. cos 2a; 

14. tang 2a; 



Y 2 1/(1 -f tang 9 2a) J 

] X (T * + 2" 4- KcR- /wy 

— KL»" 14- tang 2« J 



15. co/ 2a; 



1 / (" 1/(1 -f co/ a 2«) 4- ro* 2a 
" L 2 1/(1 4- co/ 1 2a) - 

n, 1 4- co/' 2a 4- co/ 2a . 1/(1 + cot* 2«) ] 
*' l-f co/« 2« J 

l//*ct-2a-4-l\ 

16 ' K 1 2 ^.Tu ) 

^ . 1 / [cosec 2<x + l/(«wc» 2a ^Tj\ 

17. cosec 2oc ; K L- 2 co.cc 2« J 

d) In verschiedenartigen Funktionen des einfachen Bogens. 

18. sm a, tanga; 

19. sina f cota; sin a. cot a 



20. tanga t cosec a; 

21. CO/ a, cosec a; 



i 



a . COJCC a 
CO/ rx 

1 -{- a 



22. w»«, tang*, sec«; sec *+ tang« 

1 — sin a 

23. «a, /any«, sec«; ____ 

24. Jti« «, tang a, co.«r « ; {cosec a — jm a) tang a 

cosec n — sin a 

25. a, COt a, cosec a; ^ 

» 

Jin a . cosec a 

26. sin a, sec a y cosec * y 

tang a .cot a 

27. tang <*, cot a, sec*; — scc~ü 
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e) Vermischte Ausdrücke aus den Funktionen des einfachen, halben und doppelten 

Bogens zusammengesetzt. 



Ausgedrückt durch: Formel: 

a a a . a 

cos^; cos* - — .««' ^ 



29. /«»#£. co/£ 



34. fang*, tang^ 



35. cü/ a, co/ ^ » 



co/| +tang^ 



stn a 



30. *»«, Umgp - — 1 

tong ^ 

31. «wo, «>/^; ot . cot ^ — 1 



a a 

32. *m a, j » 1 — a . /«/lg- ^ 

33. sm«, 



l+tanga.tang^ 
a 

CO/ a . CO/ ^- 
co/ « . CO/ ^ — }~ 1 
36. «M«ca, /«w$|; ! 1 



cosec a . 



ta H\\ 



37. coftfc o, tang si \ _ ±. 



38. cosec*, cot^r; ^—1 1 

2 cosec a 
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39. cosec a, co/gr; 

40. sin 2a, sina; 

41. a»a, «w2«; 

42. co#ec a, cosec 2a; 

43. jm2a,W»^; 

44. ™2«, *«£; 

45. tangfe + ^y 

46. jw«, ««^^45 + ^; 

47. sina, tang(ib — j)j 

48. sina, tangfe— |); 



49. 
50. 



*m«, co#(45+^); 
una, <trf ^45+ j)» 



51. «»a,«<(45-|) j 

52. ax(45-|); 

53. sina t *w(60-j-a); 



1 — 



Forme!: 

1 

a 

cosec a . cot ^ 



<w2a 
2*«»a 

1 -}- CO* 2a 
2 CO* a 

roseca 

2 ro«rc 2a 

K(l + "»2a)-^£ 



l/(l-^2«) + ^i 
1 -f- «* 

«-»(*+!) 

(1 — sin a) . tangr (*5-|- 

(l+*/»a)./«ig:(45— |) 
1 — sin a . 



(l -f- *» w ft ) • + j) 



1 — sma 
cot (45+1) 
1 -\-s in et 

(1— sind). cot (45 — 
<t»(60-f-a) — |w»o 

FP3 
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Ausgedrückt durch: Formel: 

54. ««<*, «m*(60— «), F7p3 

55. sin a, cos (6Q+a) ; 2 (co« (60+a) -f- } . 1/3 . an <*) 

56. «th «, oo« (60 — «) ; 2 (cos (60 — a) — «- . ^/3 . sin a) 

57. f«»(45 + y), cof (45+ £); ^ — 

* ~("-iM« + 5)' «,(45-r i )+-(45 + 0 

60. cor ^45 + eo-s — ^) ; 2 co* ^45 -f -|) . co« ^45 — ~ j 

,61. W» «»(45--!); a«m(45+.|).««(45-j) 

62. «tn (30+a), sin (30—«); «in (30+a) -f sin (30— a) 

/OA , x „ A cos (30+«) -fco« (30— «) 

63. co« (30+a), co« (30— «); i » — ^ 1 d 

64. cos (60 -{-<*), ro« (60 — a); cos (60 -f- a) + cos (60 — «) 

65. »„<«>+«), ,, n «S0_a>; «»(60 t »)-t-^,,(60-a) 

■ 

C) Werthe für die Tangente <*. 

a) In gleichartigen Funktionen desselben Bogens.' 

Ausgedrückt durch: Formel: 

. . sin a 

1. «wa; y L^ = — ts 

Kd-«/rt«a) 



„ V(i — CO« 5 a) 

2. C0«a; ' 

3. CO« a; 



CO«a 

1 



Ausgedrückt durch: For mel: 

4. seca; V(se€*<* — 1) 

1 

5. cosec a; j - - . 

[/(cosec? et — 1) 

b) In gleichartigen Funktionen des halben Bogens. 

6. sin^i 

2 1 — 2*V**£ 



« 



2cos%.]/(l-cos*%) 



7. C(W-~; « — 

2 2«« a £— 1 



8. tanz^ - — 



9. co/^; 



2co<£ 



10. ä^c-ö; — 

2 2 — 



11. cosec 



*[/ (cosec* ^ — l) 
00^-^ — 2 

c) In gleichartigen Funktionen des doppelten Bogens. 

]/ (T+~sin 2«) — .»Vi 2a) 

1//1— «w2«\ 



i. 



D d 



Di 
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\ 11 < rrj^il 1*1*1 r»L- 1 <1| if*j*!t 

xiua&cuiiiuwi iiurcu 


14. 


tangtoT; 

1 


15. 


• 

co/ 2«; 


16. 


*cc2a; 


17. 


co*cc 2a; 




d) In verseht 




• 

Sin a, co* a; 


19. 


«Via, *cca; 


20. 


co* a, coseca; 


21- 


seca, coseca; 


22. 


sin a, CO* a, co/ a; 


23. 


sin a, cos «, *ec a ; 


24. 


sin a, cot a, cosec a ; 


25. 


CO*a, seca, cot*; 
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Formel : 
]/{tan%- >jg-f 1)_1 
2a 

1/(1 -f- co/ 1 2a) — co/ 2a 
1 / fsccZu— 1\ 
" Uc2a+J 

|/(co.vcc 2a -f 1) — \/ {cosec 2a — 1) 
J/(OMCc2a+l) -f Y(coscc 2a— 1) 



Funktionen des einfachen Rogens. 



.v/h a 
CO* a 

*in a. seca 

1 

CO* « . co nee a 

Jcca 
coa-cc a 

CO* a 
*i» a . CO/ 1 a 

• 

scr « — < cos a 

sin a 
*m a . co*cc a 

cot a 
cos a .seca. 
COt u 



e) In verschiedenartigen Funktionen des halbe» Bogens. 

Oü • a '* •* 
26. *w*jr, co*^; 



. a a 
z stn j . co* 2" 



27. *f»£, cojf-; 



1 — 2*,h*£ 



1 stn Tz- . co* 



2co**£— 1 
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■ » 

Ausgedrückt durch: Formel: 



_„ . et a 
2S. SWfr, cos^i 



Ism^.cos^ 



2 ' 2 » a .,a 

«>^2 2 



29. /fl/i#£, co*^; 



30. 



UC V 



31, co/jy, cosee^-; 



co« ^ — taug - 
2 £ 
2 — sec 1 ^ 

cowc*^ — 2 



f) Iu verschiedenartigen Funktionen des doppelten Bogens. 

32. SM 2a, COS 2a; r—j jr- 

1 -f- 2a 



33. ««2a, cos 2a; 



1 — coj 2a 



sin 2a 

34. CO* 2a, COSCC 2a ; (1 — COS 2«) OM£C 2a 

35. »,2«, «»«2«; + 

36. K c;£;s:£:+ i ) 

_ _ 1 / /cojcc 2« — cot 2a\ 

g) Vermischte Ausdrücke aus den Funktionen des einfachen und doppelten u. s. w. 

Bogens zusammengesetzt. 

38. «Ol 2a, cot*; cota — 1 cot 2a 



39. 



icca, tang^; 



tang^ 



seca 



l-t-tang*^ 

Dd 2 
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Ausgedruckt durch: Formel: 



40. seca, cot^; 



2 sex a. cot ^ 



. a V(l ~f" s * n — fO-f « 

41. »»2a, cos a, sm^-y — — 

1 l/(l-f «»2a) — iw»^ 



. _ . o C0*a — 1/(1 — ji« 2a) 

42. An2a, eosa, sin*-* — ~~~ 

2 sm% + V(t-sin<2a) 

- 

43. * (30+a), * (30-«), CO, (30+-), co. (30-a); ^g^^^gglg 

44. ^(3O + .,,.»(30_«),^(30 + .,,c<» ( 30-<.) i ^^^ 

45. ^ ( «0 +o)) «„(6e-«,,»,(60+ a ),c«(60- O );^^^ 

46. A( eo+^A».-*«.ffH-*-.fl»-^Ä^^Äg=^ 

47. «^(45 + 1)^(45-1); i 8/ , V U 

48. c*(45 + f), «#(*-.$); -i V ^ 



49. sin 



a 

«*f «■»(«+ S).-»(«-f)» /.. . «\ — £r~n 

coi -gj . co* f 45 — 

Anmerkung. Es lassen sich überhaupt für die Tangente und Cofangente so viel Ausdrucke angt. 
ben, ah et Coiubinationm zwischen den Werthcn für 5<iua und Cosinus giebt; allein ein Theil 
fahrt zu sehr vernickelten Formen, wekhc schwerlich je in 
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D) Wcrthe für Cotangente a. 
a) In gleichartigen Funktionen desselben Bogens. 
Ausgedrückt durch: Formel: 

sin °; 

' sin a 

' cosa 

2. cosa; 

3. tang<x\ 

4. seca\ 

5. cosec a ; ]/(cosec* « — 1) 




b) 



In gleichartigen Funktionen des halben Bogens. 



6. sm-^y 



1 — 2 *m a 



2cos'£-l 
7. cos -JT ; r- * 



s«»|.|/(i-„4) 

1 — tang-' ~ 



9. co/-c 



2 y 
2^2 



10. sec-^y 
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Ausgedrückt durch: Formel: 
11. coscc 



§_l) 

c) In gleichartigen Funktionen des doppelten Bogens. 

1/(1 +Wnäa)- l/(» - «» E5 



15. cot 2a; -f-K(l + 2«) + CO/ 2a 

17. «»«:2a; ff""* *» +l) + K( g Q f c2 r=L l) 

2a + 1) — ]/(co^C 2a — 1) 

d) In verschiedenartigen Funktionen des einfachen ÖWgens. 

18. Wia, Cosa; 



cos a 



19. sina, seca; 



sin a 
1 

sin a.secu 



20. C05 a, coseca; cos a . cosec a 

CO.WC a 



21. SCC a, cojtfr a; 

22. «Via, cosa, tanga; 

23. «Via, Cosa, seca; 

24. */»a, tanga, coseca-, 

25. co*a, tanga, seca; 



seca 

sin a 
cos a . tartg 1 u 

sin a 
sec a — cos a 
sin a . cosec a 

tong a 
COS a .seca 



tanga 
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e) In verschiedenartigen Funktionen des halben Bogens. 
Ausgedrückt durch: Formel: 



• a « 
26. stn^, cosp 



a (X 



27. sin-, cos^ r 



1— 2*w l £ 

a . u a 

1 sin g • cos ^ 

2c©*»£ — 1 

2 sin ^ . cos jj- 



. a i* 2 2 



28. «/i;r, cojjt; 



2' 2» 0 . « 

2 a/b 2 * ^ 2 



a . a 



29. tang ^, cot^; 

30. tany^ sec'^i 



. a '* 
cot;? — tätige 



2 "»4 



COitfiC* ?r — 2 

a 2 



31. co' t j ? cojtfc^; 



2co/2 



f) In verschiedenartigen Funktionen des doppelten Bogens. 

1 -4- cos 2a 

3*2. «Vi 2a, «m2«; — h— 3 



im 
sin 2« 



33. «.fa,«.*;. ^ l- CT ,2a 

34. co, 2a, eo^S«; (1-^*1)^2« 

35. CO*2a, «M«?2a; (1 + COS 2a) »WC 2a 



_ _ 1*/ (tans 2« . cü.wc 2a -f- 1\ 

36. tang 2a, co«*2«; J/ ^g«. ^fo, t j 



— 216 — 



Ausgedrückt durch: Formel: 

1 / (coscr '2<x -4- cot "2<x\ 
37. cot 2a, cosee 2a j J/ [ ^ 0AVl . 2(X cot 



g) Vermischte Ausdrücke aus den Funktionen der einfachen, doppelten u. s. w. 

Bogen zusammengesetzt. 

1 



38. rot 2a, cot a; 



39. scca, tan? 



<x 



COtu — 1 cot 2a 



6 2 ' a 

2 j.fCC« 



40. *rc «. co/ ~; 



2 ' a 

2 sec a . co/ ~- 



V(l+*/«2a)-™£ 

41 stn 2.x, cos a, *m - ; , : 

* Jr(l-j-*Wl2a) — awa 

*W £ -f- V(l — *Jfl 2a) 

42. *w 2a, cos a, sin | ; y . == 

* CO* a — ^(l — *ro 2a) 

43. *w(30+a), *</i(30 — a), I* CO* (30-f-a) -f co* (30— a) 
co* (30+a), cos (30— a); t sin (30-j-a) — sin (30— a) 

44. «/»(30-j-a), sin (30— a), » <i» (304-a) + sin (30— a) 
COS (30-j-a), COS (30— a); ) tvs (30 — a) — CO* (30-f-a) 

45. *m (60-{»a), sin (60— a), ) sin (60-f-a) -|-*i/i (60 —a) 
CO* (60+a), CO* (60— a); | CO* (60— a) — co* (60-f-a) 

46. *i«(60-j-a), *w(60— a), » CO* (60 -j-a) -f CO* (60— a) 
CO* (60-f a), CO* (60— a); 1 *i«(60-f-a) — #w (60— a) 
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Ausgedrückt durch: Formel: 

ol a /.. , a\- /., «\ \ 1 2/ \ 2/ 

49. Ä r «- f .«»(to+T>«»C«--T> :t—= 

• » ■ 

E) Werthe für die Secanie a. 

m 

a) In gleichartigen Punktionen desselben Bogens. 





Ausgedrückt durch: 


r ormei . 
1 


1. 


sin a; 


2. 


COS a; 


1 

CO* a 


3. 
4. 


* 

iang*' r 

> 

cot a; 


V(l + tang'a) 

1/(1 +co/*«) 
CO* a 


5. 


coseca; 


COJ*C « 

|/(«we s «— 1) 



b) In gleichartigen Funktionen des halben Dogens. 



6. sin ^ ; 


1 

1 — 2«if£ 




1 


7. co*|; 


2 — 1 




1 — tang* ^ 


9. co*|; 


CO/.J- 1 


t. 





E e 
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durch: Formel: 

Hl. 



2 



2 — sec 2 ^ 



11. coitfc^-; 



cosec* -r 

« 2 



cosec* ^ — 2 



c) In gleichartigen Funktionen des doppelten Bogens. 

12. 8 

1/(1 + «S» 2«) + 1/(1 — *«* 2«) 

14. tangüa; ]/2 (l + 2« - K(T+ 2«)) " 

6 tang 2« 

15- cot 2«; ]/ > (I -f co<* 2« — 2« . 1/(1 -f t-o/» 2a)) 

K(ÜS) 

17. <wec2«; 1/2 twee 2« (ro.«tr 2« — 1/(«mw» 2<7^I)) 

d) In versclüedenardsen Funktionen des einfachen Bogens. 

18. sin a, taue «: 



19. «, «>/ «; 



a.cot u 



20. tang a, cosre a; tang a . cosee « 

21. co/ a, comc«; 

22. «, 



rosee a. 

(Vi tt 



.sm a . l/(<XA»tT l u — 1) 



Digitized by Google 



Ausgedrückt durch: 



« 219 - 

Formel : 

" 1 

24. sin a, tang a, cosec «; (cosec* — sin a) tang <* 

cot <* 

25. sin u, cota, co*«r a; cosec * — sin <* 



26. J/W «, COS fr t cosec n; 



COS a 



/ffwy a.cottx 
27. cos a, tang (*, cot « ; — 

* ■ 

c) Vermischte Ausdrücke aus den Funklionen des einfachen, halben und doppellen 

Bogens zusammengesetzt. 



28. sm^r, cosä', 



1 



2 ' * 2 ' * /w 'i 



29. «w^gi ""ä* 

f ot 

30. 5«*«, tang^\ 

31. «/« «, co/£; 

32. «»«, fang'^i 



cot rr-\- tang ä 
***»g ^ 



sin u — tang ^ 
1 



sin a . cot 2* — 1 

1. 



1 — a . /<7/i£ ^ 



1 

! 



33. »/1 et, cot ä 



a 

COt ^ 



2 ' 

- CO/ -r — «W a 



2 

34. /an* «, tang J ; 1 + f a*£ « .7a/i£ £ 



Ee 2 
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Ausgedruckt durch: 

35. cot a, cot^i 

36. coseca, tmig^; 

37. coseca, tang~; 

38. coseca, cot ^; 

39. coseca, cot^; 

40. sin 2a, süta; 

41. cOSa, COS 2a; 

42. coseca, cosec 2a; 

43. sin 2a, sin^; 

44. „«2a,*,,«; 

45. sina, ta»g(j& + '0; 

46. *««, taug 



— 2*20 — 

Formel: 
cot a . cof ~ -f- 1 

CO/ tt . «*/ "T" 

2 

cosec a . fang £ — 1 

coseca 
coseca — tang^ 

rosre a 
cot T — cosec a 

i 

cosec a . cot ^ 

cosec a.cot^ — 1 
2 

2 .sm « 
sin 2a 

2 cos a 

1 2« 

2 cosec 2a 
coseca 

1 

1/(1 + sin 2u) 

1 

' 1/(1—*/« 2«) + „«£ 

1 

> (1— „»«)./«,,£ (45+ 
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Formel : 



47. sina, tonarUb—£)\ / ' ' 1 7 ^\ 

\ (i + jwa). /<wW45— 

45 ~ 2> 1 -*V, a 

49. sina, co/ (45 -f £); - — 7 

V iJ (14-#ma).ro/^45 + 2; 



50. sin «, co/ 



(«+?)' 



1 — sin 
cot 

■ sin u 



51. «.«.«rf^tt-jj; l+«'»a 

52. wi a, co/ (45 — ^ k 7 

A x/ (l — co/^45 — 2) 

-53. «na, ™(60+«); « n <60+«) -{«/»« 

54. sin«, ««(60— «); W/i (00-«) + { *m a 

1 

55. sin«, cos&Q+u); 2 {cos (00+«) + 1 . V* • *»« «) 

1 

56. «w(60— «); 2 (co* (00—«) — | . |/3 . sin «) 

57. fang (45 + 0, co/ (45+ 5 J ; 5 

. ^(45-1) + ^ (tt-t-f) 

53. «>/ (45— j)> c*/^45-f ^J; 3 

59. #«f(«+5>«-w(*-f> 2 " 
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Ausgedrückt durch: _ Formel: 

60. cos (45-f £\ cos ( 45 — 1 . — 

V * } K . " ««.(«+|).«.(«-|) 

61. «1.(45+2), S i„(i5-"); 1 : 

^ + * } ^ * } 9A (46 + J).™(«_|) 



1 



62. .«,,<;«>+«), «Mao-«), ,,. B(;M)+ „ )+ ^ (3<) _ a) 

63. «.(»+«).»,(»_.), w , pw+ . ) ' + 3 CT . ( 3 0 _ M) 

I 

64. «w (60 -{-«)> «w(60 — <*); 7777-. — H ttz 

' " cos (60 +u) -f- «>* (60—«) 

65. .vm(60+<*), .««(60— «); • ,,J» , ff* • „„ : 

F) Werlhe für die Cosecantc *. 

») In gleichartigen Funktionen desselben Bogens. 

Ausgedrückt durch: Formel: 

l 



1. sin a; 



. sin u 

1 



2. COS u ; 

— CO* 2 «) 

3. tatig a\ L—l ! 2 1 

fang« 

4. COt «; -f-ttW a a) 



5. Ä/T«; 



Y^ed 1 « — 1) 
b) In gleichartigen Funktionen des halben Bogens 

6. j; 
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7. fW-Ja; 



8. tang^x; 



9. COt\a\ 



10. sec\a\ 



11. cwmc 



Ausgedrückt durch: Formel: 

1 



2 



1 + 



2 '«^2 
2co/£ 



c) In gleichartigen Funktionen des doppclleu Kogens. 

12 1/(1+«« *4 -VW -«*.) 



14. /ai»;*«; jj^gj 

15. cot 2«; 1/2 (1 + 2a + «,/ 2« . |/U + 



16. 



^^^^^^^^^^^ 

2 ]/(<itsec 2<m) 
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■ 
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d) In 
Angedrückt durch 



18. 


cosa, tangcx; 

t 


117. 






ifirlg a, seva y 


41. 




22. 


*ma, tanga, cota; 


23. 


sinu, cos öl, seca -, 




«t cv* «, lang s* t 


25. 


SCC a, co* a, ro/ a; 

* 

• 

e) In vcrsd 


26. 


. a a 


27. 


. a a 
stn co*^; 

I 


28. 


. a a 


29. 


. ol a 



i 



COS (X . 

cot « 

t OS cx 

seccx 
lang a 



cos a . |/(*^c*a— 1) 
/awff a .cota 



sm a 

COS a . *cc a 
*IW u 

•a 



seca — cosa 

1 

{.WC « — COSa) COta 

es Funktionen des halben 1 
1 

i 

• a a 

2 stn^ c°* % 
1 

2*m*| 



cc 



* 



30. co* 2» /flwg'^* 



« a 



2 co*» g- . tantfg 
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33. coijr, cosec ^\ 



et n 



39. sec^ y cosec ^ ; 



Formel : 

cot% 



31. cof ? ; 

2 2 2«)**2 



a a 



2 coj - 



2 



a , a 
torig — -j~ cot -r 



34. tang^, cot ^; 5- 



35. «nig^, sec^, " 

Ztang^ 

tang^cose^ 

36. tang^* cosec ^; § 



37. 2 



cosec 1 k 



38. f 0/ 2 , cwfc j ; - 



Scof f 

oc et 
^2 . cosec 



«r 2 £ -f omm* £ wc-J com? — 

40. sec^ coseep - - + ~ 

2sec-^. cosec cosec sec 



F f 
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f) Vermisch le Ausdrücke aus den Funklipnen des einfachen, halben, 
doppelten u. s. w. Bogens zusammengesetzt. 

Ansgedrückt durch: Formel: 



41. Cosa, sin 2a; 



4- 2«) — co* o 

42. cosa, sin 2a; * t ■ == 

co* a — y{\ — sm 2«) 



43. co*a, co# 2«; 

44. COS a. 



1 



yipOS* a — CO* 2a) 



a » 



a 1 -j- CO* u 

co/ g '""^2 ( l 



« 

45. CO* a, 



tang^ t«"g^ 



a * 1 — COSa . t a 

COt ^ (l COS u) COi k y 

46. cor a, cot'^; cot^ — cot a 

47. cot a y tang ~ ; tang ^ + co/ a 

48. co*a, < v 1 cos oc = i — ; — 

co/^iö + ^J 1 — cosu. cot 



49. co* a, 



/««*(«+£) , 



50. ™(30+«), «(30— ); „■„ (30+») - « (30-.,) 

51. ««(30+«), ««(30-„ ); CT ,; (30 _ a) l d ,, ( 3 0+o) 

52. «„(60+«), «,(60-«); ,/„(60+«)l« n «S0-«) 



Digitized by Google 



Ausgedrückt durch: Formel: 

1/3 

53. co* (60+«), cw (60— «); ^(60— a) — co* (60 +a) 

1 

54. CO*a, *w(60-}-a); 2 (sin (60 + «) — 4 . V$ . CO* a) 

1 

55. co* a, *//» (60— «); 2 (1 . K3 • co* a — sin (bO— «)) 

56. co* <x, co* (60 -p <*) \ »co*a — co*(60+u) 

*.]/3 

57. co*a, co* (60— «); co* (60— «) — *«>* a 

58. »«.(45+ £); . , «\ T 

59. >/»(45_|); t-iJ(u-$) 

1 + ^(45-^) 

60. /a B? (45_ ¥ ); 7I^^Z|) 



61. fang 



62. co/ 



rang* (45+^ + 1 
( 45 + ?) ! **•(*+$)-! 

ctt (45-|) + 1 



63. «,/(45+ 1>, ,__„,(«+ i) 

aN t>w («+|) + ««T(«-j) 

64. ,.*(« + ,> **(«*- f > <aBf (45+ «)_ /aBf 



Ff 2 



Ausgedrückt durch: Formel: 

65. tang[to+-%\ «rff45+ ¥ J; ) ^ - — 

66. aN , a ( 

cof^45— — tang ^4o— ^) 

<J) Wcrthc für Sinus versus a. 
•) In gleichartigen Funktionen desselben Bogens. 
, Ausgedrückt durch: Formel: 

1. sina; 1 -1/(1—«»««) 

2. ro*a; 1 — «wa 

1/(1 + tang* a) — 1 

K(l -f a ) — COt a 



4. co/a; 

5. «r«; 



l/a 

seca — 1 



sec a 



6. «*««; eo*ca-V<ro~*«-» 

coseca 

b) In gleichartigen Funktionen des halben Bogens. 

.. a . a 

7. nn-^i 

S. . 2(l -co*» |) 



9. /ffffgr-^j 

ex 



2 



• 



Ausgedrückt durch: Formel: 



u 

2 

* 2 
12. cosec 



2 

c) In vermischten Funktionen des einfachen, doppelten u. s. w. Bogen«. 

4 „ , tanga — sin a 
13. sin a, taug a; tZhJZ 

U. SM a, cot a; l — sina.cota 

fang a . cosec « — 1 

15. tanga, cosec a; — 3 

° tang ol . cosec a 



16. cot a, cosec a; 



cosec « — co/ « 
cosec a 



. _ . rt s ina — i sin 2a 
17. «na,*i»2a; jjr^- 



18. w*^-, co*-^; 1 — «w» -\- sin* ^ 

H) Werthe für Cosinus versus a. 

a) In gleichartigen Funktionen desselben Bogens. 

Ausgedrückt durch: Formel: 

1. sina; 1 — sin a 

2. COSa; 1—1/(1 — COS'u) 

3. tanga; V (\ + tang* a)- tanga 

4. COt a; * 

1/(1 + CO/ 1 a) 

5. Seca; SCCa-V{scc*a-J) 

6. cosec a, 



seca 
cosec a — 1 



cosec u 



' Digitized by Google 



b) In gleichartigen Funktionen des halben 
Ausgedrückt durch: Formel: 



_ . a 

7. sm^', 



« 

8. cos ^ ; 



9. tavg^y 



10. cot^; 



A4 U 

11. sec-^', 



12. cosec ^; 



1— 2*m|.J/(l — 

('--*)• 

1 -j- "2 



mW £ - 2 . ]/ (cosec* £ - l) 



c) In vermischten Funktionen des eindachen, doppellen ji. s. w. Bogens. 

13. cosa t tanga; 1 -cwa. fang t 

14. COSO, COta; 



ja 

cota — cos a 
COta 



15. longa, seea; seca-tanga 

SCCa 

16. sin—, cos-^-y 1 — Zsin^.cos^ 

17. *m(45— ja); 2*/«' (45 — |a) 
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Ausgedrückt durch: Formel: 

Anmerkung. Da der Gebrauch der Sinus versus und Cosinus versus in den Operationen der tri- 
gonometrischen Analyst! sehr gering ist, so hat man sich auf obige Formeln für dieselben be- 
schrankt, und diese Funktionen nicht weiter in die folgenden Tafeln 



IV. Formeln für die Funktionen des halben Bogens. 



A) Ausdrücke für den Sinus * «. 

Ausgedrückt durch: Former: 

1. «Via; £ • 1/(1 + «» «) — I • VliX — *"* «) 

2. cos «; — 2~~) 



V \ 2l/(T+C0/'a) / 




3. /ff/lg" 

4. co/ «; 

5. *ceu; 

6. CO*CC a; 

- 

B) Ausdrücke für den Cosinus ja. 
Ausgedrückt durch: Formel: 

2. co,«; V(i±^) 
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Aasgedrückt durch: Formel: 

Vitts? ) 

6. «wr.a; V { 1) 

" * ■ * 

C) Ausdrücke für die Tangente { a. 
Ausgedrückt durch: Formel: 

*• * H,a ' i»/»« — 

fang a. 

l/(T+7^ö + i 



3. tanga; _ __g 



4. «>Aa; 

5. «ft?a; 



6. cosec a; co*«r a — \/{cosec 7 a — 1) . 

a 1 — CO.f a 

7. sin a, co* a; 7—1 = : 

1 -f- COS a SW a 

8. cosec -öl, cot a- cosec a — cot a 

D) Ausdrücke für die Cotangcnte 

Ausgedrückt durch: Formel: 

. . sina 

0 k tarig a 

4. cota- y \coO «+1) + COt a 
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Ausgedrückt durch : Formel : 

6. coseca; cosec a -\-\/ {cosec 1 a — 1) 

— 1 -f- co* a Mit a 

7. *m a, co.v a; ■ ■— = ■■ 

sma 1 — costx 

8. cor«, coseca; cosec <x-\- cot u 

E) Ausdrücke für die Sccante { a. 
Ausgedrückt durch: Formel: 

i. 1/ f— — - 1 ^ = K[i^2.K(i-«Va)j 

4. cora; [l coi* « — cot « . ^^(1 co/ s «)J 

0. coseca: cosec a [cosec « — c» a — 1)] 

9. co*a, fowc«; «wre a . (1 — «>* «) 

F) Ausdrücke für die Cosecant* ja. 
Ausgedrückt durch: Formel: 

1. «na; 1 ' . ^ 

sin a 



x. G g 
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Ausgedrückt durch: 

3. fang a; • 

4. cot a; 

5. sec «4 

6. cosec «; 

7. sina, tanga; 

8. *«a, <*>/jx; 

9. COJ«, cftiftra; 
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Formel: 

1/2 [1 + fang* n -f j /(T4^g^] 



]/ 2[l-fco/a- fop/u. l/(T4- ro/* u)] 

cw«: a [cosec a -j- \/ (cosec 1 <* — 1 ) J 
' V/crw^- a — i/n 

I/( , » S 

r \1 — sina. cot aj 
cosec u. 1/2ÖR- cos u) 



V. Formeln für die Funktionen des doppelten Bogens. 



A) Ausdrucke für den Sinus 2a. 



Ausgedrückt durch: 

1. sina; 

2. cosa; 

3. tanga; 

4. COt u; 

5. *m «, cos a; 

6. J/W u, tanga; 

7. CO.» a, co/ * ; 

8. tangu, cota; 

9. sina, seca; 



2 «« a . K(l— cos* u) 



2 /wy « 
1 -f" taug 9 u 
2 cot u 

1 -f- co/ 4 a 

2 <ui a . cos a 
2sin*a 
taug u 
2coj'a 

cot u 



tang o -f- co/ m 
2 .» //> a 

SCCa 
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Ausgedrückt durch: Formel: 

2 tang et 

10. longa, seca; -j^- 

2 COt a 

11. 



B) Ausdrücke für den Cosinus 2«. 





Ausgedrückt durch: 


Formel: 


L 


sin «; 


1 — 2*V« 


2. 


COS*', 


2«w*« — 1 


3. 


• 


1 — fang' at 


tarig o; 


1 -{- fang 7 u 






cot* a — 1 


4. 


COta; , 


«af « + 1 






2 — sec 1 « 


5. 


secu; 


5ec 5 « 






cosec 1 a — 2 


6. 


cosec «; 




7. 


sina, COSa; 


cm* u — sin" a 


8. 




cot a — tatig .n 


fanget, cot <*; 

• 


CO/ « -f- a 



C) Ausdrücke für die Tangente 2*. 

Ausgedrückt durch: Formel: 

2 fang a 

*• '"»J 1— tang 7 « 

2 cot (x 

2 W» a . COS * 2 jw/i ot . COS a 
3. *m«, co#«; 1 — 2 «»' a" T 2<w 5 u — l 

2 

4/ tanga, eo*a; cota — tangu 

2 /rtWÄ- « 

5. ^ca; 2 — -Je 3 « 

2 COt a 

6. «>/«, cos« ro^c« a — 2 

Gg 2 
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D) Aasdrücke für die Cotangentc 2a. 

Ausgedrückt durch:, Formel: 

1 — tang* oi 
ta "S a \ 2 tat*« 

COt* a — 1 

2 " 2cotu 

1 — 2w>»a 2coj s « — 1 

3. *««, cos«; 2 s»»«.««« ~2 sina.cosa 

cot a — tang a 

4. tone a, cota; £ 

2 — sec* « 

5. tanga, seca-, Hanta. 

cosec* a — 2 

6. co*a, coseca-, TcöTä 

E) Ausdrücke für die Secante 2a. 
Ausgedrückt durch: Formel: 

1- «»«J 1-2«»«« 

1 

1 -4- tattg* « ' 

3 - tan 8 n > 1 — /a»£*a 

co/ s « 4-1 

4 - cot** — l 

SIC* « 

5 - seca > 2 — ssi'a 

6 - <»sec«i cosec*« — <2 

cot « -f- t<i"g « 
CO/ a — tang u 
sec* a . cosec* « 

8. Wfo, COSCCa; cOSCC* a *<"c» « 

9. 1^(45+.), /-»(»-^ ^ + ^^-°> 



7. /<Wtg- a, COt a ; 
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F) Ausdrücke für die Cosecante 2u. 
Ausgedrückt durcL: Formel: 



2. CO/o; 



3. SUta, Cosa; 

4. sina, seca; 

5. cosa, coseca; 

6. /<w?£ «, «tf «; 



2 /r///o- u 

1 -f g°< a « 

1 

2 w» a . cvs a 

sec a 



2 sin a 



2 cos « 

« -j- cot « 
^~2~ 



7. tang a> scca; —— 

cosec 1 a 

8. cot a, rojec 

9. sec a, cos«: o; 



2c©/a 



VI. Formeln für die Summen oder Differenzen verschiedener Funktionen 
desselben Bogens, und für die Summen oder Differenzen der 

Quadrate dieser Funktionen. 



A) Ausdrücke für die Summe oder Differenz zweier Funktionen 

desselben Bogens. 

t. sina + cos* = im (45 + a) . |/2 
= CO S (45 — a).|/ 2 
= V(l+5«2a> 

2* cos öl — sin a = siii (45 — «) . 1/2 
=r cos (45 -fa).K2 

= 1/(1 -sit««) 
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sin 2a 
1 



cot « — a — 



sin ol. cosa 
— 2 eowrc 2a 
= sec a . cosec ä 

2 



lang *2u 



= 2 COt 2a 

/an# « + = co/ (45 — ^) 



/a«*(45-|) 

= '*«ff(4ß-h|) 

1 sin a 
COJ « 

— 1 

SCC a — /»»# '* 

sec a — /<wiff « = '«"ff (45 — 

1 — ,y/>/ rt 

roj fgrj a 
CO* a 

1 

*<?c a -|- lang « 
a 

co/ a -f- cosec rx = cot ^ 



cosec a — cot « 
*rn a 
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u — cot et 



u 

= 1 

cosec u -\-cot u 

1 — cosa 
sin u 



9. seca — cos « = tanga.ginu 

t — COS 9 u 

cos a 
sin*<x 

COS U 

10. cosec a — sin a = a>* a . cos a 

1 — sin 9 « 

CO** o 

«Ml a 

B) Ausdrücke für die Summe oder Differenz der Quadrate zweier 
Funktionen desselben oder des halben llugeu*. 

1. cos 9 a-\-sin 9 a = 1 

2. cos* u — sin* a = COS 2a 

4 

3. sec 9 u -j- cosec 9 a = ^ tt 

sec 9 « 

1 



sin 9 a . cos 9 a 



= sec 1 a . cosec 9 « 

= (/<W?£ a -j- cot u) 9 

4. sec 9 a — tang 9 a = 1 

5. a — cot 9 a = 1 

6. crwwT' a — #«c» « = 4 cot 1« . cosec 2« 

7. «w* a — ro* 2a = sin 9 a 

8. cot ^ — «>/ « = -4 — — ro.wr « 
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4 

9. tanz, % + cöta z= -j— = coseca. 
10. cot a — 2 cot 2« = /a/ig a 

Anmerkung- Es sind hier nur diejenigen Combimtioncn rweier Funktionen aufgenommen, die 
e'migerma&eu bequeme Ausdrucke geben. 



VII. Formeln für die Produkte und Quotienten verschiedener 

Funktionen desselben Bogens. 



A) Produkte verschiedener Funktionen desselben Bogens. 

1 — cos 2« 

1. Sin a . stn a = ^ 



2. sin a.cosa 



sin 2« 



~~ 2 

1 tanz « 

3 sin a . (ans; a = sec <* — cos a = = 2 — 



4. sin <*. cot * =z cos* 

5. sin e*, sec <* = « 

6. sin a . cosec a. = 1 

1 -4- cot 2a 

7. COJ a . COS « = ^ 

8. «W a • « = sm a 

9. COSa. COt u s= CO*v a — im a : 

10. cos a.secct =1 

1 

11. cosa.coseca = J^ x = COta 

1 — COS 2« 

12. tanga.tanga = ——^ 

13. *a/»£ ol. COt a =1 

15. /a/»g a . cosec « = = sec a 



sin v sin u 



1 tang « sec * 

14. tan* «.sec* = ———^ = —2- = 
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■ 

16. cot a. cot a ____ 

1 

17. cota.seca = -r— = a 

W» a 

_ cotec a 1 1 

13. cot a . cosec a — a J|Ä a /f/wg . u uc a—cosu 

cosec et 2 
19. seca. cosec a ^ -^== 

• ■ 

B) Qaotienlen verschiedener Funktionen desselben Bogens. 

. sin a . 

1. = tanga 

co*a ° 

• « 

2. -üfüL == cosa 
tang a 

3 - £^ = *»«./»>*« = «c«-»*« = cuta X coseca 

. sin a . sin 2a 

4. = $m a . cos a = — 5 — 

sec « * 

. «na . 

5. = iw'a 

cosec a 

4 : 

COSa 

6. = co/a 



7. 



jm a /auf a 

cos a . 1 — mV « M « 



tanga 



COS a. COt a = COi£C a — flrt a 



8. = — = SM Or 

co/ a cosec a 

WC a *<?C 5 a 

a 1 Jin 2ji 

10 ' co«se« "" 2 ewee 2a ~ ." 2 

11. = wc« = -i- 



tanga _ 1 _ 1 _ * ma = *»" 

cw a cot a .cos u cosec « — «Vi a " " 1 — « ro,t « 



H h 



— 242 — 



11 tan g a _ Mmmt . sin 2« 1 

seca 2 cosa coseca 



15 



tang et I 
'• — 12 — = Ions: « . tt/z o =r x^c a — «m a = i 



cosec <a 



long u .sin a — sec a — • cos a = — 

cot a . cosee a 



16. ^ — 1 - 1 coseca 

sin a tang a.sina seca — cosa — fang a — CMW 4 ' cot * 

<7 CQ *« 1 ' 1 

!/• ■ SS . rrr . ■ — rn'tpr (l 

cos u tang a . a «na 

4ß «tfa 1 

1». = — = co/ J a 

a fang« a 

* lc sinu . ««a 

_ . cot a 

20. = cosa 

cosec a 

u. *£2 = — !_._ = _i_ 

«/» a cas o . sin a sin 2a 

22. *£| = 
CO* tt CÜ.Ä a 



seca cot a i 
■M. — = seca .cot a irr = _J!_ 

/fln o " CO* a a 

24. = seca. tanga = ^#1" = ? 

COfa co*« coseca — sina 

25. se€J * — 1 _ jw « i 
COSec a cOJtfc a . aw a cos a ° = cÖt~ä 

0fi COSCCa 1 

27 co^rc« _ 1 _ 2 
cosa sin a. cosa sin 2a 

28. eoseca — 1 1 

/o/jya ~~ sina. tanga ~~ seca — cosa = coseca -cota 

29« — : — = coseca. tansra = i — 1 
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VIII. Ausdrücke für die Funktionen eines mit dem Bogen 
von 60°> 45° oder 3Q 6 verbundenen Bogens. 



F(60°qia) 
Grundformen: \ F (l&jpa) 

A) Zusammensetzung eines Bogens mit dem Bogen von 60*. 

Grundform : F (60° «) 

1. sin (60 -f" a ) 8=5 k ( cos a • 1^3 -f- «n a) 

2. sin (60 — «) = { (cos a v ]/3 — sin «) 

3. Ctf*(60-fa) ss \{cosa — sin a . \/Z) 

4. «w(60*-a) 33 \(cosa-\-sina.]/Z) 

^ v 17 co/ « — 1/3 1 — fang a . ]/3 

ä #™/r.n -a _ co*«.l/3 — 1 _ j/3 — fawya 

6. /^(60-a) - crta + |/ ^ -l4- /fl ^„V3 

-7 /ao _l ,.\ _ cof « — 1/3 _ 1 — fang a . j/3 

7. co/ (60 -p a) - arfa . 1/3+1 - vatfaKg* 

q w*/* x co/a + l/3 1 4-» tang * . 1/3 

8. co*(60-«) =^^1 = ^^- 

2 cosec at . sec a 

9. *CC (60 -4- a) ss 

v 1 ' , co*cc a — - *«r a . |/o 

a 

T/3 

//-AI x 2 CO*CC a . *CC a 

11. «»«:(«) + ») = w , <i|/> + ,. 

,,_ . 2co*cea.*cca 

12. cosec(60-a) = y3 _ seca 



lt . . , 2 CO*CC a . *?c 

10. *CC (60 — OL) 33 j 

% ' cosec t» -j- sec a . 



13. w»(60-f- + (60— a) =s co*a.|/3 

14. *//l (60-f-tx) — *w*(60 — a) sfl'do 

15. co* (60+a)-f- co* (60 — a) ss co* a 

16. co* (60— o) — cos (60 -j- a) ss sin a . |/3 



Hh 2 ~ 
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17. 
18. 
19. 
20. 

21. 

22. 
23. 
24. 

25. 
26. 
27. 
28. 
29. 
30. 
31. 
32. 

33. 
34. 
35. 
36. 



sin (60-f-ct) . sin (60 — a) = \ — sin 1 a = cos 1 a | 

sin (60+«) . cos (60— a) s= \ (1/3 -f- 2 sin 2«) 
sin (60— a) . cos (60+ a) = j (^3 _ 2 «« 2a) 

CO* (60 +a). CO J (60— a) = {-^a — COf»a.-» 

sin (60-f-a) cota. j/3 + 1 VZ-j^ianga. 

sin (60— a) ct^ a . 1/3 — 1 ~" 1/3 — ta,^ 

fw(60+a) co^a. j/3 + 1 1/3 + 

co*(60— o) co/ a + 1/3 -~ 1 + fang « . J/3 

j/n (60— a) _ co< a . j/3 — 1 1/3 — /agga 

co* (60+a) co/a— J/3 1 — /aw»- « . J/3 

coj(60+a) 1 — tangu.VZ cof a — ]/$ 

cos (60 — a) 1 + tang a . J/3 cot « + |/3 

fl» (60+a) CO* a . j/3 +1 

sin a 2 
ji'/i (60+a) 1/3 + /^//g- a 

r<M a 2 

(60— g) __ cot a . j/3 — 1 

lina 2 
wi (60— a) _ j/3 — tang « 

ro*a 2 



coj (60+a) _ 1 — tang a ■ 1/3 
CO« a 2 



co* « — 1/3 
2 



CO« (60+a) 
sin a 

co* (60— a) _ l+towg-a.]/3 

«Wa ~~ 2 
COS (60— a) COt a + j/3 



.«« a 
» 



.«'/» (60+a) . sin (60 — «) 3 — fang 1 a 

coj* a 4 

«/»(60 + a). «m(60 — «) = 3co*'a— 1 
* sin 1 a 4 

cqj (60+a) . co« (60 — a) _ 1 — 3 tang" 1 a 
cos 9 a "~ 4 

cos (60+a) . ro« (60— a) CO*'a — 3 
"Tm 5 ^ 4 



Oigitized by Google 



— 243 — 

37. *w*(60-H>).«wj(60— «) =B > /3 + 2 ^« 

38. ^|(60->a).coj|(6Q+a) = m — 

39. «>*l(60+a).cwj(60— a) = üi£?12 

40. «» 1 (60-H) . «« j (60-a) = 2a * 4 a - 1 

41. <«*(60+«).«lt<P-4 = |^±i 

42. 4*w»(604-a).cw(e0— o) =4co*»o- 1 

B) Zusammensetzung eines Bogens mit dem Bogen von 45*. 

Grundform« F (45°+«) . 

1. sin(ib+a) = \ (cos « 4- sw a) . 1/2 s ]/ (1±|^) 

2. *«»(45— a) =: { (cwa- #m a).K2 = ]/ (— ) 

3. COS (45-f-a) = f («W a — sin a) .|/2 = 2 ?< " ) = (45— o) 

* 

4. cw(45_«) = j (a>, a + sin a) .1/2 = }/(±±^Z) = ««(45+a) 

5. /gnr(15 + a) = + — V^Hj^jj — 1 + a — 

■ ~ cwa — sina. J,/(i — sin^a) 1 — tatig a, 



CO/a — 1 COf 2a . 1 — ^l»2a 

1 -— fang* cot a «— 1 _ 1 — w»2a rot 2a 

8=8 1 4- a ~ COfa-fl ~~ cüf 2a ~ 1 -f 2« 

7. «*(45+«) = = ^(45-a> 



8. cot (45-a) = { = fa^(45+a) 



Digitized by Googlej 



— 246 — 



9. 
10. 
11. 
12. 

13. 
14. 
15. 
16. 
17. 

IS. 

19. 

20. 
21. 

22. 
23. 
24. 

25. 

26. 
27. 

2«. 
29. 



(45+a) 



' (cos a — sin a) . 1/2 
2 

sec (45 — ot) = r — : — 

v (cos a + an «) . 1/2 

2 

cosec (45 +a) = ; r — : — . 

x 1 (co* a -j- * w a) . |/2 

twr(45 — a) = 



(cos « — *#>i a) . |/2 



*m (45+a) + *m (45-a) = CO* « . K2 

Mi (45 + «) — «« (45 —a) = sin a. 1/2 

*/« (45+a) + co* (45 — a) = (*wa «).|/2 = 1/2 . (1 + *w 2«) 

co* (45 + a) + co* (45 — a) = co* a . 1/2 

cm (45— a) — co* (45 +a) = sin a . J/2 

<a »,(45+a) + /a«y(.15-«) = = 2«**« = l^f££li 

1 — tang 1 a cot 7 a — 1 



^(45+a)- W 5-a) =14^^-2^^ = ^^. 

co< (45+a) + cot (45— «) = fang (45— a) + /o^ (45+a) 

= tatig (45 — a) — tatig (45 -f«) 

2co*cc»a.*gc«.l/2 0 
co^a~^« - == 2«wa.^c2«.I^ 

2 cosec a . *gc» a . 1/2 . 

«w<rc«a — sec*a ~ 2 *i» a . **c 2a . 1/2 

v 2 co-ggc* a.wca, |/2 _ 

* «0*cc« a — sec 1 a ~ 

= 2 cosa. sec 2a. ]/2 = *<-c (45+«) + sec (45— a) 

cosec (45 + a) — cosec (45 ~"a) = — .***«. ]/2 = 

cosec* u — *cc 4 a 

= — 2«»a.^2a.l/2=*!c(45-a)— *cc(45+a) 

sin (45 -f«).w« (45— a) = | — *;„«« = co**a — \ — \cos2a 

cos (45+a) . cos (45— a) = | — sin* a = co* 9 a — £ ss « co* 2a ' 

*w(45+a) _ 1 + tanga _ 

*m (45-a) - 1 - < 45 + a > 

co* (45+ a) _ l—tanga 

c^W-^T) ~ T+i^ = tan « < 45 ~ a) 



CO/ (45+a) — CO/ (45— a) 

«c (45 + a) + sec (45 — a) 
*5c(45+*) — **c(45— a) 
cosec (45+a) + cosec (45 
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taug (45 + «) / i -f- tanga \* ^ i + sin 2« 
/<w?# (45— a) ~ \1 — /a/, & «/ = 1 — «« 2a 

- «*«.««*<«+.» =ri^- 

32. «X«./ 0nff (45-«) =j^=fTI 

33. (^..1^(4»+-) - '^^r 

34. tanfa.ta» e (tö-«) = '^=^f- 



a 



^ • x ' _ l+*//»2a — m< 2« 1+1/(1— .v/#i 2.x) 

35. Jwz (45+a) .sma. J/2 = — ! g = 2 

_ . , " ! jya 1+«/»2« + «m2« l+|/(l+^m 2a) 

36. *w (45+a). co* a. 1/2 = —2- = 2 ' ' 

<w • /i< x • i/o _ -! + ">' 2« + 2a _ -l+T/(l+.««2a) 

37. *w* (45— a) .smct.yz ss — -— ! ^ — i = ^ 

i . 1 — 2« + cos 2« _ 1 — 1/(1 — w» 2u) 

38. sin (45— a) . cof » . J/2 = = ■ 7 1 — 



39. 1 + cota 

SM Ol 

,m(45+a).l/2 = 1 + 

COS ot 



'1 



rin(45-a).t^ = <at(t _ 1 
*w a 

^(45-,).^ = 1 _ 

CO* a 

43 2firt(45+o»).jw(45— a) _ co ^, a __ 1 

.. 2 sin (45 +a).*m (45 — «) « j '« 

44. Jc% n ~ = 1 —t<*ng « 



45. *»| (45+a). «»1(45-«).^^ 

46. n» * (45-a) . cos \ (45+a) . V* = 1-«"« • K2 
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47. «w * <45+a). cwj (45— a).^ ^ ±± eM ~-'-V*- 



2 




COS a. 


— 1 


2 




1 4- sin ol . 


1/2 


. 

1 — Sin a . 


Vi 



43. wii(45+ o).$in\ (45— «). J/2 



^ . /ie i \ 1 +*#»«. J/2 

50. = 

63. «Ii (45+«) =^ rpr - [ 

54. c*i(46+«).««,t(45—) = t\ 

Affi. to»,(45+ „) = *+^ 
ji» (45— a) ° 17 1 — fang« 

56. «V(45+«) = cw'(45-«) = 1+ ^ 2a 

57. jfi*(4S— «) = «w»(45+«) = — - 

1 — 1-* fi/z 2oi 

53. l«g«<45+«) = «*<45— «) = iZ,!,,-!» 
59. to W *(45-a) = £0( (45+a) = j-=^tj 

62. «n* (45+a) — *V (45— o) = sin 2« 

63. co* 5 (45 — a) — coj*(45-f-°0 = sin 2a 

64. taug"* (46-f-a) — tengr* (45 — a) = 4 sec 2a . tang 2a 



^ *in(45-H«)— w»(45— a) ~ ^ 
tt>j(45-j-a)-f.c<w(45— a) 
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67. «■<«+*«) = co* (45-*«) = ]/{l±^) 



cos \a-\-$in\(* 
F2 ~ 



68. *m(45-*«) ==C05(45+|a) = ]/(iI-^) 



CO * £ « — -_ 
J/2 



69. //wij(45-K«) = co/ (45 — £«) 



1 -4- *iw « 

cos '« 

ro.< « 
~~ 1 — sinu 

cot « 

cosec öl — 1 



70. I«nf («— i«) = eo/(45+i«) = j/( t + X« ) 



1 — *//! a 
"""* CO* « 
00* « 
1 -f" «Vi « 

cot « 
ro.^r « 4" 1 

C) Zusammensetzung eines Bogens mit dem Bogen von 30°. 

Grundform: .F(30 0 ^«) 

I 

1. */«(30-{-«) = i(«Wo+lwa.V3) 

2. «'« (30 — «) =1 (co* a — «Vi a . 1/3) • » 

3. co* (30 -+-«) = 4 (co*a. |/3 — »na) 

4. co* (30— «) ^ i (co* « . 1/3 + «) 

™. , co/ ö — 1/3 l+7/mg«.l/3 

5. /«v(30+a) = ro/ a - 

6. /giy (30-.«) = ^a. t/34-1 • 
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7. «*<3o-m = co ': l ?- t ^fr* 1 "^ 

cot a -J- y 3 1 -f- lang a . ]/o 

8. co/ (30-«) = ^^K3j-^ = K3 4-/^« 

v ' cota—l/S l— taug«. 1/3 

,» /on i x 2 cosec a.seca 

9. «c(30+«) =—— ps —— 

10. Jfc (.10 — f<) = äco^^.^c» 

COfAT et . |/3 -j- *CC u 

4 . /on i v 2 cojcc a.seca 

11. cwrr (.SO-f-a) = s r-TT 

1 ' cojcc a-j-seca. |/3 

12 co*cc (30— a) = : 2 cosec a.seca 

' cosec a. — sei «. 1/3 



Anmerkung. Aehnlkhe Formeln können für die 

den rar 60^ a gegebenen abgeleitet werden, sobald man darauf Räckaicht nimmt, daf» 

Funktion 30 + « = Cktrunction 60— a 
uud Funktion 30 — a = Cofunction 60-f-a 



IX. Werthe flir die Summe oder Differenz der Einheit uud einer 
trigonometrischen Funktion, und für die Einheit und das 
Quadrat einer trigonometrischen Funktion. 



Grundform : 1 ± F(a) und 1 ± F 4 (a) 

A) Verbindung der Einheit mit einer Funktion, 
a) Werthe för i + F(a) 

= co* a.tang 

2. 1 -j-COJ« = 2««'^ = (1 — CO* a) cot 7 2 = — 



tang* 2 tang^ 



« . 2 2 

= co* sr • stn a = . —————— 

2 . a . _ a 



^2 
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3. l + ta*g* = (1 ."[/( } 1^^) = (t-teiy«)./«y(4S+a) 

_ (454-a) . 1/2 <** « 4- " _ 3 ~~ t<Wßi 2 _ cos (a— 45) . 1/2 

4. 1 + «>/ a = Angr (45+a) . (cor *— i) =x ^^l| tt) = 

v , .v (a— 45). 1/2 
= co/ (45— a). {cot a— 1) = co*i 



sin u 



5. \+seca 5=2-f/a»y 



\ 1 iwo' 



b) Warthe für 1 — /» 

/ , _ a\ /, . a a\a COS« • 

= cos o . /<ro£ ^45 — ^) 
2 . l-cos« ^2sin^^i±^ = ta ng ^.(l+cosa)^tang^.sina 



_ 2 /öw 1 % 

SM OL 2 



o 2 



et oc a A ft ■ . 

cot ^ cosec*^ l + tang*^ «>* £ + 1 

3. 1 — /«»£ a =(14- /a«jT «) • tang (45— a) s= (1 + tang a) . CO/ (45+g) 

_ wi(45— a).]/2 ; 
co*a 

4. 1 - cot a = — cot (454-«) .(1+co/ a) = — ^^tL- = 

_ Wn(45— a).l/2 
sina 

Ii 2 
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2«»»£ 

5. 1— *ra = —ianga.taug- = 1 = — 

= — .2*i»'|. seca 

♦ . 

6. 1 — coseca =s — cot a. cot- =r — — : 1 

2 «na 

c) Werthe för 1+2/^a) 

♦ 

1. l+2fi»a = 4w»l(30-ha).co*|(30— a) 

2. i-2w»a = 4co*l(30+a).««|(30— a) 



*l» 2 Ol 



cos < u 



3. l-f2«wa = 4«w{(60+a).aw|(60— a) = ^ 

4. l-2«>*ass-4»»{ (60+a) . «« | (60— a) ■ ^ , ^ 

B) Werthe für l±F a («) 

a) Werthe fiir 1 + 

4 4,', a ■> casec 7 a -4- 1 3 — cos 2« 
1. 1 -4- strv a = 2 — - COS* a = ■ ■ ' — = . — 

' «wie» a 2 

a < 2 
.-. j i . tanjt* ex 2 /««f a 1 

3. 1 -f /a//^ 1 « = t g = . g = — r— = a = c<M«r* a . fang* « 

jw 1 « stnva cos* a ° 

- ^2 cot ~~" 

4. 1 = _ = «>^a==: — = ^«.^« S =- J _ 

■ I — «« a 1 75 l -j- 2a 1 -j- cos 2*« 

6. 1 \ ccicc* <* - 2 -- c< *' a - g I coftg - 3 — n»^ = 3«*gq — l 

1 — CO* 3 a 1 1 — cos 2a SCC 2a — 1 

b) Werthe für l— 

1. 1 — ««*a ss COS** 

2. 1 — COS 9 a = xi«» a 

i . • 

. . ' Digitizedby, Google 



3 1--*.- 2£g <-!-<»,»*.- 

4. 1 — cot* a = — cot 2& . Z cot a = — ^ ' cos 2» ~ """ fgc 2a 1 

=s — COS 2a . «wc* a , 

5. l—SCC*a = — «»» a . «m* a ss — 



6. 1 — <w*c* a = — co«« a . cosec 1 « = — — = — cot 7 a 

C) Werthe für ?T ffi? 

' / a , . a \'a 

4 + 



1 — tang^ 



a . a \ « 



Ii 



„ 1 -f- cos « A , « 

1 — cos a 2 
. 1 — cos a , a 



l+««a - 2 

1 — fang a ° 1 ' cosa — sm u 

, 1 — Inns <i cosa — slna 

o. . | p = lang (4o — a) = io/(4ü4-a) = ; — : — 

1 + tan g a cosa-j-sm<*. 
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7 - sH£t ='«*<«+«> = «*(«-*) 

WCa — 1 2 1 — COS « 



D) Wcrthe für l+.F(2a) 

1. 1+«« 2« = («ha-f ss <2sin>(ib+ay = 1 + "^'J*** * 

2. l-*„2« =(^«-^«). = 2^M4ä-«)'==l±^^^^ 

3. 1 -fco* 2a = 2cof'a = A 

1 -f" tang % a 

4. l-co,2a =2 w V«= T i^L 

5. l + f«vS. « + 

^ 1 — a 

o. 1 «znffza — 1— /a^«a 

7. t -J" 2a s=s 1 -|- k i 00 * a —iang <*) 

8. 1 — co/2« = l — { (cot a — taug u) 

1 ~r* fc2 * ~" 1 — tang* a "~ 2 cos* a — 1 

1A 0 , Hanf* 9 2 <ro« a 

10. 2a — i = . » " r . = 7 ;= . 

1 — tang*a rot* a — 1 1 — 2 *m 2 a 

11. l+awc2a = «+<<"*«) 

. , . , , . . . tang(ii)— -a). (1 —tang* a) 

12. «wec2a— 1 = | (fang- a -f- co/ a) — 1 = — » x ■ ' v 3 — - 

mS w%Mww^ 

- 
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2. "a*. • 

1 — CO* 2a 

*3 co*2a 1 — fa/y' « 

1 -j- <w 2« 2 

. CO* 2« cot* a — 1 

4 * 1— co#2o T~ 

5. | = '«"W (45— a) = a»/ (45-}-ä) = 2a — taug 2« 

6 * 1 — sin 2« = tang ( 45 + a > — (46— «) = *9c2a-f- /awg 2a 

7 i ~h 2a _ fang (45-{-a) 
1 — sin 2a (45 — a) 

o 1 — *l»2a .... . 

_ 1 -f-«w 2a 

tr . 1 — CO* 2a , 
ia i-f-co,2« as ' fl, ^ a 



X. Tafeln für die Funktionen eines vielfachen Bogens. 



A) Ausdrücke für den Sinns. 

a) Allgemeine Ausdrücke fiir den Sinus eines vielfachen 

aa) Durch Funktionen des einfachen Bogens. 

aaa) Durch den Sinus. 

. . . n.(n«— I«) . s , n.(n»~l»).(n«--3*) . , 

l.Jt.o 1 .l.o .4.D 
n.(n'— l' ) .(n»-3').(n»— 5') . , 
" 172.3.4.5.6.7 sm a " f "-" 

diese Reihe gilt, wenn n eine ganze rationale ungera de Zahl ist; sie hat — Glieder. 
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£1 . ly7i r— r / . n.( n«— 2') , n.(n'— 2*y.(n* — 4') 

. , n.(n*— 2 4 ).(n*— 4*).(n'— 6«) . . \ 
' Sm * 1.2.3.4.5.6.7 •«»«—.».; 

diese Reihe gilt, wenn n eine ganze rationale gerade Zahl ist; sie hat jj- Glieder. 

bbb) Dorch den Cosinus. 

(n'-l'Mn'-3').(n'-5') , \ 

1.2.3.4.5.6 .««■« + ..»; 

diese Reihe gilt, wenn n eine ganze rationale ungerade Zahl ist. Das positive 
Zeichen gilt, wenn n = 4m-}- 1» nnd «los negative, wenn n = 4m — 1; wo m 
jode beliebige Zahl bedeutet. 

2. sinn* = ± 1/(1 — cos' *).(n.cosa — n '{"g"^ ♦ <*>** " + 

, n.(n'— 2 ? ).(n'— 4») \ 
"1 1.2.3.4.5 -«^« — 

diese Reihe gilt, wenn n eine ganze rationale gerade Zahl ist. Das poüilive Zei- 
chen gilt, wenn n = 4m -f- 2; das negative, wenn n = 4m — 2. 

cec) Durch die Tangente. 

(n n.(n— l).(n— 2) . . 
j- . tatig a ■ i o 3 * tan 8? u i~ 

, n.(n— l).(n— 2).(n— 3).(n— 4) . \ \ 
+ 1.2.3.4.5 " -tanfa — ...) 

wo das letzte Glied den Koeffizienten 

n.(n— l)....(n— (n — 1)) 
1.2.3. ...(n— -1) 

hat, und zwar: 

mit dem Zeichen — und der Potenz tang n - x c sobald n s= 4m ist 

4* ... iang n z i « - n = 4m-f-2 

-|- ... tang*u - n =3 4m -f-l 

— - tang* a - n = 4m — 1 

Digitized by Google 



ddd) Durch die Cotangente. 

sinna = sin* a.Q . cot*-* {n ~%£~** • « + 
, n.(n-l).(n-2),(n_3).(n-4) \ 

wo das letzte Glied die Gestalt 

, n.(n — l)....(n— *(n— 1)) Jfl , _., 

hat, wenn n = 4m oder = 4m + 2 

hingegen die Gestalt ^ n.(n-l)....(n~(n-l)) 

sobald n = 4m -f- 1 «der 4m — 1 

bb) Durch Funktionen des mehrfachen Bogens. 

1. sin na ss 2 cos a . «in (n— 1) a — jut (n-^2) a 

2. sin na s 2 sin a . cos (n — 1) a -f- «in (n— 2) a 

3. sin na = sin ct. cos (n— 1) a-j-cwa.«»(n-l)a 



sin na 



cc) Durch Faktoren, welche die Funktionen anderer Bogen enthalten. 

= % n ~* sina. sin (^~—a^. sin ^-{-a^ .jm^^— > a^ .«n ^~-f" a ^* 

. /3* \ . /3* \ 
. sin ( — — aj . sin f 1- aj.... 

diese Reihe wird so weit fortgesetzt, bis man n Faktoren hat. 

* drückt hier (wie überall in den trigonometrischen Formeln, für den Ra- 
dius = 1) den halben Kreis oder ISO 0 aus. 



b) Ausdrücke für bestimmte Vervielfältigungen bis zum Zehnfachen. 

1. sina = sina 

2. sin 2a = 2 w/i a . \/{\ — «'»' a) = 2 *m a — sin* a — | jto* a — f * w» T a — 

— rr*w* a — -j-f, *m u q — ^Jj «n 1 * a — -^»j sin 1 * a — . . . . 

3. *m 3a = 3 sin a — 4 *w» a 

4. */«4a = (4 j» a — 8 sin' a) .1/(1 -w' <*) = 4 a — W wi» a -f- \sin* a -f. 

L Kk _ 
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«J. 


JIM f»« 
■»«/* «#«« 


sm a 20 sin* a 4- 16 sin* a 


O. 


Hfl f"\^v 

sin oa 


— /6 jnn a — 32 an 1 a -4- 32 *rn* «^ «m 1 <x\ — 6 *in « 






— Oii Bin '* -p* swi> « Bin « — - ^ ^ «in «* 


»T 
/- 


SM ia 


— / **/* « — Jw i*/* « — j— iiz jnn « — *mi « 


8. 


sin 8a 


= (8 «na — 80*m*a+192*iV« — 128*iVa).]/(l — ««»«) = 






= 8 ff»« — 84*i»*a + 231*w»a— *4*ff»'a 


9. 


*m 9a 


= 9 sin a — 120 sin* « -f 432 w»«a- 576 «V a -f- 256 «V a 


10. 


*u» 10a — (10 *w a — 160 sin* a -4- 672 sin* a — 7168 jm- a -f- 3584 «in* a) . 






. 1/(1 — «»* a) = 10 sin a — 165 sin» a -f- i^ 1 « — ,JL f" «" 






bM Durch den Cosinus des einfachen Boeen*. 


1. 




■ 

— • 1/fl — ,-YIV 1 u\ 


2. 


sin 2a 


= 2 CO* a . V(l — co* 1 a) 


3. 


ei» 


= /4 co** « — 1^ . l/ifl — ras 1 a) 


4. 


**/» 4a 


= (S co.r* a -— 4 CO* a) . (1 — CO* a) 


5. 


sin 5a 


= (16 co** a — 12 cos 2 a -j- 1) . — co* 5 a) 


6. 


fW 6a 


— (32 CO** a — - 32 CO* 9 a -|- 6 CO* a) . |/(1 — CO* 1 a) 


7. 


sin 7a 


= (64 cos* a — 80 cos 4 a -{- 24 cos 9 a — 1) . ^(1 — cos i a) 


8. 


*//i 8a 


ss (128 CO* 7 a — 192 CO*' a -|- 80 CO*» a — 8 COS a) . |/(1 — CO* 1 a) 


9. 


4 in 9a 


— : (956 co** a — 448 co**,a 240 co** « — 40 co* 4 a) . V(l — co** «) 


10. 


*j/f 10« 


= (512 co* 9 a — 1024 cos 7 a -|- 672 cos* « : — 160 cos* a -f- 10 ro* a) . 




- 


1 s ( \ i) SV) tf' /v\ \ 






cc) Durch iSi/w/* und Cosinus des mehrfachen Bogens. 






aaa) 


1. 


sin a 


= sin <s 


•2. 


*t /» 2a 


— 2 cos a . *•(/} a 


3. 


sin 3« 


~ 2 co* a . sin 2a — */» a 


4. 


*/« 4« 


* 

= 2 co* « . sin 3« — «« 2a 


- 

5. 


*l« 5a 


= 2 co* a . sin 4a — sin 3« 


6, 


sin 6a 


= 2 cos u . sin 5« — sin 4« 


7. 


sin 7a 


= 2 co* a . .w» 6a — sin 5a 


8. 


*/ f» 8a 


= 2 co* a . *i/i 7a — sin 6« 


9. 


sin 9a 


= 2 co* a . sin 8a — sin 7a 


10. 


*//i 10a 


= 2 co* a . *m» 9a — sin 8a 
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bbb) 



i. 


sin a 


= jina 


2. 


sin 2a 


= 2 5M» a . C05 a 


3. 


sin 3« 


— 2 sin a . co* 2a -4- sin a - 


4. 


sin 4a 


= 2 51» a . COS 3a -4- 5i» 2a 


5. 


sin 5a 


= 2 5/» a . co.? 4a -|- sin 3a 


6. 


51» 6a 


= 2 5*» a . cos 5a -4> sin 4a 


f m 


sin 7« 


= 2 5i» a . co5 6a -4- sin 5a 


8. 


51« 8a 


= 2 5i» a . co5 7a -f- sin 6a 


9. 


51« 9a 


= % sin u . cos Sa -\- sin 7a 


10. 


sin 10« 


= 2 sin a . c©5 9a - j- 8a 

• 






ccc) 


1. 


.«// a 


a Wi a 


2. 


sin 2a ' 


= 25M*a .COSa 


3. 


51» 3a 


= nn a . co5 2a -f- co5 a . sin' 2« 


4. 


sin 4a 


= sin a . COJ 3a -f- C05 a . 5//1 3a 


5. 


5i» 5a 


= 51» a . COS 4a -f- CO* a . 4<// 4a 


6. 


Jim 6a 


=z sin cos &a-\- cos a . sin f>a 


7. 


sin 7a 


z=i sina. cos 6a -j- C05 a . sin 6a 


S. 


sin 8a 


= 5i» a . cos 7a -f- «)5 a . sin 7a 


9. 


sin 9« 


= 5J» a . C05 8a -f- C05 a . .v/« 8a 


10. 


.«» 10a 


= 5W a . C05 9a-f- C05 a . sin 9a 



dd) Durch Faktoren von Funktionen vrrsrhi edener Bogen. 

1. sina = isina = 51» a 

2. 51» 2a = 2 51» a . 5*» — a) 

3. .«« 3a =4 5W» a . sin — a^ . 5/» -f - 

4. sin 4a = 8 5»» a . 5/» — a) . sin -f . 5/» — a) 

5» 51» 5a » 16 5»» a . sin — a) . sin (g- ~f °) • «'* (y — «) • + «) 

Kk 2 
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6. sinfrx = 32sina.sm(^~a^.sin(^+a^.sin(^-- . sin Q + . 

7. «7»7a =s 64 a . *m — a ^ . *wi ^ -|" a ) • (y — . «» + °) • 

. sin — . sin (y + a ) 

8. sitt&a =; 12&«wa.«w^ — . sin a ) .<w»^j— • *m^J + «) . 

•^(|~0*^S +a ) , ^(y"' a ) ,5;w (¥ +a ) 

10. 10« = 512 sin a. sin ^j^— . wi Qg-f- * **" ~~ a ) * s ' n (5"^" a ) ' 

B) Ausdrücke für den Cosinus. 

a) Allgemeine Ausdrücke für die Cosinus der vielfachen Bogen. 

aa) Durch Funktionen des einfachen Bogen». ' 

aaa) Durch den Sinns. 

4 4 n* . , , ^.(n*— 2 a ) . . n'.(n 5 — 2 , ).(n*— 4 1 ) 

1.2 • 1.2.3.4 1.2.3.4.5.6 

, n'.(n 2 — 2»).( n'— 4').(n *— 6*) . , 
' S,r * a -T 1.2.3.4.5.6.7.8 \ S,n a ~~" 

diese Reihe gilf. trenn n eine ganze rationale gerade Zahl ist; sie hat Glieder. 

*> * Digitized by Google 
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2. cosna = y(t — Ma).(l—^£.sm*a + V—*W 

(n»—l).(n*— 3*).(n»_ 5') ... N 
1.2.3.4.5.6 + 

diese Reihe gilt, wenn n eine ganze rationale ungerade Zahl ist; sie hat Glieder. 

hbh) Durch den Cosinus. 

1 _iV n.(n'— 1) . L n.(n*— l).(n»— 3») , \ 
1. cosn* = ±{n.cos<x ±^^0 + 1.2.3.4.5 '™ S <* — ~) 

diese Reihe gilt, wenn n eine ganze rationale ungerade Zahl ist. Das positive 

Zeichen gilt, wenn n = 4m -}- 1, und das negative, wenn n = 4m — 1. 

o . (a «* „ i n 4 .(n'— 2«) n«.(n«— 2 a ).(n 4 — 4*) 

. COS* a + .... J 

liese Reüie gilt, wenn n eine ganze rationale gerade Zahl ist. Das positive Zei- 
hen wird genommen, wenn n = 4m, und das negative, wenn n = 4m — 2. 



chen wird 

ccc> Durch die Tangente. 
ros na = eo*" «.( 1— — ^ " • " 7W 5r « t 1234 * 

wo das letzte Glied die Gestalt bat;- 

n.(n-l)^. (n~(n-l)) ^ n = 4m oder- = 4m + 2 

* 1.2.3....n 0 

hingegen : 

^ n ' {n ~£^.'X^*r i]) -* ans *~ x a we ° n n = 4,11+1 ° der = 4m - 1 

ddd) Durch die CotangerUe- 

• » f « n.(n— 1) „ - , n.(n — l).(n — 2).(n~3) 
COS na = sin"a . {00t" a l—-i. C ot*~*a-) ^ ^ 

» 
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wo das letzte Glied die Gestalt hat: 
n.(n— l)....(n— (n — 1)) 

+ l,2....n WCnn n = 4m oder = 4m + 2 

hingegen: 

_n.(n— l)....(n— (n— 1)) , M 

+, 1,2,., .(n — 1) -•«><— c — 4) « wenn n = 4m+l oder = 4m — 1 

bb) Durch Funktionen des mehrfachen Bogens. 

1. co s n« = 2 cos a . cos (n — l)a — cos (n — 2)a 

2. cos n« = — 2 a . «n (n— 1) a -J- cos (n — 2) a 

3. cos na — cos a . cos (n — 1) a — sin a. sin (n — 1) a 

cc) Durch Faktoren, welche die Funktionen anderer Bogen enthalten. 

1. ™ n « = a- 4 Ä(i-.«).«.(i+a). Ä (|-«).A(| + .), 

und so weit, bis man n Faktoren hat, oder: 

2. = «-~[( S ii)«+.].«.[(=^).— ].«[(^»),+.]. 

•H(^)*H~[(^)*HK(^>-4-- 

und so weit, bis man n Faktoren hat.' 



b) Ausdrücke für bestimmte Vervielfältigungen bis zum Zehnfachen, 
aa) Durch den Sinus des einfachen Bogeus. 

1 . COS a = j/(l — sin* a) ~ cos a 

2. COS 2a = 1 — 2 sin* a 

3. cos 3a = (1 — 4 sin* a) . 1/(1 — sin* a).= 1 — ? + M s in*a -f- ,,V« -|_ 

+ «V « + ••••• 

4. co*4a = 1 — &sin*a-{-$sin*cx 

f,. cosSa = (l-12s,Va4-16^a).l/(l-,ih» a) - 1-«A W ' B »«J. 

^-^Wa-i^Va-j^«),.« 

6. «w6a = 1 — 18sw*a-f-48«»«a — 32*w»«a 

7. C0i7a=:(l— 24 « + 80 sw* a - 64 ^ a) 

• • Digitized by Google 



_ 263 — 

8. co* Sa =1—32 sin* a -}- 160 sin* a — 256 sin* a tJ- 128 sin* a - 

9. cos 9a = (1 — 40 sin* a -f- 240 *w*a — 448 *m*a -f- 256 *w»"a) .]/(l— *#» J a) 
10. co* 10a = 1 — 50 sin* a -|» 400 *W8* a — 1120 sin* a 1280 *tn* a ^» 512 sin 10 a 
■ ' . " » . • 

bb) Durch den Cosinus des einfachen Bogens. 

1. CO* a = CO* a 

2. co* 2a =2 co** a — 1 

3. CO* 3a =4 COS* a — 3 cos a 

4. CO* 4a =s 8 CO* 4 a — 8 CO** a -{- 1 

5. co* 5a = 16 cos* a — 20 cos* a -f- 5 cos a 

6. co* 6a — 32 CO** a — 48 CO** « -f- 18 co** a — 1 

7. CO* 7a = 64 cos 1 a — 112 cos* a -j- 56 CO*" a — 7 CO* a 

8. cos&x = 128 co*" a — 256 cos* a 160 cos* a — '32 co*' a-fl 

9. co* 9a = 256 cos* a — 576 co* 7 a -f- 432 co** a — 120 co*" « -f- 9 co* a 

10. co* 10a r= 512 co**°a— 1280 co*" a -f 1120 cos* a — 400 co** a-f 50 co* 3 « — 1 

cc) Durch den Cosinus des mehrfachen Bogens. 



1. 


COS OL 


ss CO* a 




2. 


cos 2a 


= 2 cos ol , cos et — i 


t 


3. 


co* 3a 


= 2 CO* a . co* 2a — cos a 




4. 


CO* 4a 


= 2 co* a • co* 3a — cos 2a 




5. 


co* 5a 


= 2 co* a . co* 4a — cos 3a 




6. 


co* 6a 


= 2 CO* a . CO* 5a — COS 4a 




7. 


CO* 7a 


— 2 co* a . co* 6a — co* 5a 




8. 


co* 8a 


= 2 co* a . co* 7a — cos 6a 




9. 


CO* 9a 


= 2 co< a . co* 8a — cos 7a 


■ 

* - 


10. 


cos 10a 


= 2 co* a . co* 9a — cos 8a 


* 




- 


dd) Durch «S«w* und' Cosl 


»«* des mehrfachen 






aaa) 




1. 


co*a 


= «ft a 




2: 


co* 2a 


= cos* a — sin* a 


- 


3. 


co* 3a 


= cosa.cosla — *ma.*u»2a 


4. 


co* 4a 


= co* a . co* 3a — sin a. sin 


3a 


5. 


CO* 5a 


= cosa. cos fa — sin a. sin 


4a 
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0. 


CO* OOt 




y«s> i* /v jul* *>>M 

CO 4 ■ COA ü'J o/« <* • AlYi 




CO* /a 




X* p r r i*tl C »■ h Wvi » 


8. 


cos 8 « 


— 


cos a . cos 7a — sin a . *w» 7a 


9. 


co*9a 


= 


CO* a . co* 8« — sin a . sin Sa 


10. 


CO* 10<* 




cos o. . cos 9a — *w a . sin 9a 








bbb) 


4 

1. 


COS Ol 




cos a 


et 


co* a« 




1 — z *#» a . a 


3. 


COS »K» 


= 


cos et — z sin a . sin z<* 


4. 






cos ZtO. — i. sin a . sin oot 


5. 


co* 5a 




CO* i><* — Z .Wß a . Slll *tfX 


o. 


co* 6« 




co» — z j/n tx . sin %xx 


7. 


CO* 7a 




cos «k> — • tt sin a . sin oa 


a 
o. 






/v}c 6<x — — Q xin cx . sin lix 


9. 


CO* 9a 




co* 7a — 2 «m a . sin 8a 


10. 


co* 10a 




CO* 8a — 2 sin a . *//» 9a 



ee) Durch Faktoten von Funktionen verschiedener Bogen. 
\ . aaa) 

1. CO* a = l«B^-«j = CO* a 

2. CO* 2a ä 2*m(j--a^.*m(j-f 

3. co* 3« -4Ä^-«).*Ä.(J + «).*Ü.(|-«) 

4. co*4a ä 8 «»^ - W» aj . <h» - «j . fl» ( j + a ) 

5. co*5a = 16^n(^~ a ^-*' w (^+ a )**^(j5""°)'*'' , (^4- a )- 

•-(!-») \ 

6. co*6a = 32*i»(^~a).*,n(^-h«).*m(j---a).*in(|4-a). 
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7. cos 7a — 64«n ^—a^ .Wn ^ -[-")• ^(jj-- 0 )' -•»'» + • 

• a ) * (n+ a ) • Ä (n~ a ) 

8. «w8« = 128^(^-«).#w(^+«).*w(|g--«).,in(2g-f «). 

9. roi 9« = 256 sin (~ — a) . sin Qg" + a ) • a ) • *** + ft ) • 

(ts~ a ) *™ (S+ a ) -*"(S-" tt ) • * (ü+ a ) • 

10. CO* 10a == &13^(^T- a )-^(^+«)*«»(^--tt)*«"^ + a )- 



bbb) 

1. CO* a = 1 «M a 



2. «w2a =2(w(j4-«).<»i(j-«) 

3. cos 3a = Acos(^+^.cos(^--a) .cosa 

4. cos 4a = 8 cos (^+ a ) • cos «)• + «) • <w (§' — a ) 
6« = 32ro*(g + «).cw(^-a).cw(^4-«).co*(~--a). 



6. cos 



LI — . ~ 
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7. cosla = 64 cm -\- <xj .cos — a ) ,eo *(l5"t" a ) ,ro *(j^ — a ) 4 

• «» (n + a ) ' «•* (fi ~~ a ) • a 

8. cos Sa =H8«M(g4-).cw(g— ).cw(^+« ).«.(^— ). 

.«w(^ + -).cw^-«).«t(i4.-).«»(^-«) 

9. co* 9« = 256co*^ + a).«w(jg — a^. «"o* (fg + a ) • 005 (jg _ 

. cos + «) . co*(^ - «) . + «) . CO, (g- «) . Mi :« 

10. «wlO« = 512 ^(|ö + a )-»*(^ — a )- co *(§ + a )- co *(55-- a )- 

C) Aasdrücke für die Tangente, 

a) Allgemeine Ausdrücke für die Tangente eines vielfachen Bogens. 

1. tang n« = 

n.(n — l).(n — 2) . , n.(n-<-l).(n— -2).(n — 3).(n — 4) 
n.tanga- ^ .tang*a+ ^.3.4.5 ■«"W«—- 

. n.(n— 1) , n.(n— l).(n— 2).(n— 3) , . n.(u— l)....(n— 5) , . 
1 ^.tang^ .to^« ./*,<«+.... 

oder auch: 

2. tang na = 

n.(n— l).(n— 2) . , n.(n— l).(n-2).(n— 3).<n— 4) _ . 

OTö 3a + 1.2.3.4.5 — 



n.(n— 1) n.(n— l).(n— 2).(n— 3) 1 
cof» a ; 7 . cof 1 »- 1 a -4 i /v ' v s . co/»-*tt — .. . . 



Digitized by Google 



— 267 — 
b) Bestimmte Vervielfältigungen bis zum 
aa) Ausgedrückt durch die Tangenten des einfachen Bogen». 

1. tanga = tanga 

2. tan* 1a =a 2/a ^ ±_ 

9 l-tang*<* , 

1 *n„r 'X.. — ^tanga — tang\a 

3. tangta = 1-3 tang* a 

, . 4 fang a — 4 tang 3 « 

4 tQn ^ = 1-6 tang*a + Zg*a 

5. tang 5« = 5 /«»ff « - 10 /«/»g»a + /<m^« 

1 — ii) taj/g*u + btang*<* 
6 /flny M — 20 lang* a -f~ 6 /o/ig -5 « 
"" 1 — 15 tang" 1 a -j- 15 taug*» — tang*a 

7 tatig a — 35 tarig 3 <* -f- 21 tätig* a — taug' u 
1 —-21 tang* a-f- 35 tang*a — - 7 /«/»#* a 
8 /rtwg" « — 56 tang* a 56 ta tig* u — 8 tang 1 a 
*~ 1 — 28 /a/Jg* « + 70 fcrog* a — 28 \ tarig* a + tang* a 

9 tang a — 84 tang*a-\- 126 tang s a — 36 tang' n -}- tang*a 
,an S 9a 1 — 36 /any'a + 126 tang*« — 84 /«/ig*a -(- 9 tang* ä 

10 fwy « — 1*20 /tf/zg-* a-f- 252 ftwg 4 a — 120 /awg 7 u -|- 10 tang •• a 
10. /ö»£ 0a — j _ 45 t nn ^a 210 /wi£*a — 210 fo/^a-f- 45 tang* u — tang" a 

bb) Ausgedrückt durch die Cotangenten des einfachen Bogens. 
1 

CO/ « 

2co/a 



6. tang 6tt 

7. /<wig- 7a 



1. 


tanga 

- 


2. 


tang 2a 


3. 


tang 3« 


4. 


/ang* 4a 

•- 


5. 


tang ha 


6. 


tang ha 



COt* a — 1 

3cO/ a a — 1 
CO/" a — 3 cot a 

4 co/* a — 4 co/ 
CO/ 4 a — 6 CO/* a — {- 1 

5 cof^tt — - 10 co/'a -j- 1 
ro/ 4 ä — 10 co/'a-j-ö COt a 

6 cot* a — W rot 3 a-\-hcOta 
C0t*a — ihc0t*a-\-lhC0t 2 a—l 



LI 2 
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/• 


taug iot 


8. 


tang&a 


9. 


fang 9a 


10. 


/a/i£ 10a 
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7 co/«a~ 35 cor*a-f 21 cofa — 1 
ro/ 7 a — 21 co/ s a -f- 35 ro/ 3 a — 7 co/ « 

8 co/ 7 a — 56 ro/ s « -f- 56 co/ 3 <* — 8 rot « 
: co/^a — 28 cot* a -j- 70 COt*u — 28 co/'a -f- 1 

dcoPa — 84 co/'a -|- 126 cot*a — 36co/'«4- 1 
co/* a — 36 co/ 7 a -f 126 cot s a — 84 co/' a -f 9 cot « 
10 co/ 9 « — 12 co/ 7 a -f j5g co/» <* — 120 co/ 3 « 10 cot (x 
' cot lo a — 45 cot* a -}- 210 cofa — 210 co/* a -f- 45 co/* a — 1 

> 

D) Ausdrücke für die Cotangente. 
a) Allgemeine Ausdrücke für die Cotangente eines vielfachen Bogens. 

1. co/ na = 

4 n.(n — 1) ^ , . n.(n — l).(n — 2).(n— 3) . 4 

1 \—L.tang>a+- i 1.2.3.1 ~ 

~ n.(n— l).(n— 2) , . , n^n— l).(n— 2).(n— 3).(n— 4) " ~ 

2. co/ na = 

cotnq^^ .CO/-»«+ n - (n ^ 1) - (P ~ 2) (n - 3) 
1.2 ' 1.2.3.4 



n.co/^a. 



1. CO/« = 



b) Bestimmte Vervielfälligungen bis zum Zehnfachen, 
aa) Ausgedrückt durch die Tangenten des einfachen Bogens. 
1 



tanz « 



. „ 1 — tonst* a 

2. cot 2a = — 2— 
<2 tarig c* 

3 /«raff « — fang 9 a 

1 — 6tang t a-\-1ang*a 

4. co/ 4« = — r- 2 — r: — -? — 

Atanga — Atang*a 

r , 1 — 10 tang" 1 a -f- 5 Mn« 4 a 

CO/oa _ 5 /flngPa __ 10/fl/^«-f/o/l^»a 

1 — 15 /owg» a 1 5 tang*a — tätig*' et 
6. CO/ 6a — 6/c/J^a — 20 /fln^a + 6 /OTigr'a 
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7 cot 7a — * ^ /g/7 ^ * a ^ tanz? a — 7 tang*a 

7 /o«^ « — 35 fang 3 a -}- 21 ^o//^ a — fang- : a 

8 cot Sa 1 — 28<Q7ig J a-f- 70 tang*a — 2&tang*a — tang*a 

' 8 a -— 56 /o/ig* a 56 tarig 3 « 8 /fl/ig- 7 a 

9 co/ 9a - 1 ~ 36 tan ^ a "- i ^ tan t a — SAtang*a-\-9tang*a 

Qtanga — &itang 3 a-\- 126 tang i a — 30 tang 1 a -\- fang 9 a 

in in,, 1—45 /owg* a -f- 210 tang* a — 210 tang" « 45 /any* a — tang lo a 
~ 10 a — 120 /otj^ a + 252 tang* a — 120 /a»s 7 a + 10 /ov/»' «« 

bb) Ausgedrückt durch die Cotangenten des einfachen Bogens. 
1. co/a = co/a 

3. co/ 3« 



2 co/ a 
CO/' a — 3 CO/ a 

3 co/ 5 u — 1 



. . cot*a — 6cot*a-\-i 

4. CO/ 4a = —j ^ 7 -r — 

4 CO/* a — 4 OOt a 

CO t* a — 10 COf 3 a -f- 5 COt a 
°' — 5co/*a-10co/'«-f 1 

^ CO/*a — 15 CQ/ 4 a4~ 15 co/*a — 1 
«>* 6cO/ J a — 20 CO/ s a + 6 COt a* 

r „ co/ 7 a — 21 CO/ s a -f~ 3 5 CO/' a — 7 CO/ a 

' • r0/ ' a "~ 7 CO/ 6 a — 35 CO/* a + 21 CO/ 4 a — 1 

co#* a — — 28 co/* a — |- 70 'cot* a — 28 cot 9 a ~-{~ 1 m 
». co/»« — 8 CO/ 7 a — 56 CO/ s a — |- 56 CO/ 1 a — 8 cot u 



9. cot 9a 
10. CO/ 10a 



cot 9 <x — 36 ro/ 7 a 4- 126 CO/» a — 84 CO/* « -f- P CO/ a 
9co/*u — 84 CO/* a -f- 126 CO/* a — 36 COt'a -f- 1 

CO^Oq — 45 cot 9 a -{— 210 cot* a — 210 cot' a-f- 45 CPpct — 1 
10 co/'a — 120 CO/ 7 a -J- 252 co/» a — 120 cot 3 u -f- 10 cot a 



E) Ausdrücke für die Secante. 
a) Allgemeiner Ausdruck Tür die Secante eines vielfachen Bogens. 



MC UM = 



2»-i " . 2-W« -f'^=^. 2^jW« _^=^v^/ , 



n.(ii— 3> OB _, . , n.(n— 4).(n— 5) 



1.2 ~" 1.2.3 



.scc" « 



n.(u-^).(n-<)).(n-,) 2 ^ JW , a _ . 
1.2.3.4 
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b) Bestimmte Vervielfältigungen bis zum Zehnfachen, ausgedrückt durch die 



1. 


sec « 




2. 


sec%* 


SS 


3. 


sec 3a 


- — 


4. 


sec 4« 


= 


5. 


sec ha 


SB 


6. 


sec 6a 


SB 


7 






8. 


MC 8a 




9. 


MC 9a 




10. 


sec 10a 





2-Mc'a 

Set* « 

4 — 3*ec*a 
MC*a 
8 — 8 MC* a MC* a 

sec* a 

16 — 20 MC 1 a -|- 5 MC*a 

sec* oi 

32 — 48 sec* a -f 1 8 sec* a — mc' a 

MC'a 

64 — 112 WC 1 a + 56 *r*a — 7 MC»a 

*«c*a 



setfat 



scc*°a 



F) Ausdrücke für die Cosecante. 

a) Allgemeine* Ausdrücke für die Cosecante eines vielfachen Bogens. 

eo«*c*a 

1. «wc na = 



r .cosec a - i üi 
1 



n.(n'-l) ^,. a , , n.(n'-l).(n'-3') ' 

— nr^ a + 1.2.3.4.5 



cosrr n u 



nV-l).(n*-3').(n'-5') , 
1.2.3.4.5.6.7 < **^ a +' 



diese Reihe gilt, wenn n eine rationale ungerade Zahl ist. 

cosec-n 

<™* na ~ /„ n.(n*-2») ^ -_ >a . n.(n'-2').(n'-4 ) 

lr ,CWtf " ÜT'^ "+ 1.2.3.4.5 ' 

coset* a 



. cosec*- 9 a — . \^[coscc x a — 1 ) 
diese Reihe gilt, wenn n eine rationale gerade Zahl ist. 
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b) Bestimmte Vervielfältigungen bis xum Zehnfachen. 



1. cosec a = coseca 

_ cosec* et 

2. cosec 2a = 

3. cosec 3a = 

4. cosec 4a = 



2\/(cosec*a—l) 

COSCC 3 a 

3 cosec* a — 4 

cosec* a 

(4 «wc* a — 8) . \/ (cosec* a — 1) 



, cosec* a 

ft. OO-fttt Da _= r — err ; j— 

5 cosec* u — 30 cosec* u — 16 

6 co*£c 6a - ' cosec*** 

cosec a t= {6coscc4am _^ cosecia _^ z ^ .\f (cosec**— \) 

cosec 1 a 

7. cosec 7a = 7co ^ a-56co ,^ a+112A>mJa _ 6 4 

rojY'r*« 

i>. cowc — ( s wwc .« — 80 cosec* a + 192 a — 128) . j/(«>^c»a — 1) 

_ cosec* et 

9. cosec 9u — 9msw i a ^ mcoS€C * a + mcosec»a~576coseca — V* 

10. cosec 10a — 

_ coseca 

= (10 cosec* u — 160 cosec* a + 672 cosec* « — 1024 cosec* a -f 5 1 2) . j/(ro j«* a — 1) 



Digitized by Google 



— 272 — 
XI. Potenzen der trigonometrischen Funktionen. 



A) Potenzen des Sinus. 

a) Allgemeine Ausdrücke ßir die Potenzen des Sums. 
Wenn n eine ungerade Zahl ist, so gilt: 
1. + 2 n_1 sin* <* = sin na — n,. sin (n— 2) a -j- "'1" ^ . sin (n — 4) a — 

. • «» (n — O) a .... ± . n • Sli 

1,2,3 1.2.3.... (^-) 



5//» a 



das obere Zeichen gilt, wenn j den Rest 1 lafst, und das untere, wenn ^ den 
Rest 3 läfet. 

Wenn n eine gerade Zahl ist, so gilt: 
2. ±<2«- l sin*a = «wna — n .«w(n— 2) a + «w(n— 4)a — 

».(n-lMn-2 , fta t l-n(n-l).(n-2)....(| + l) 

■— — r*2~3 — * — ••••zt — 

1.2.3....— 

das obere Zeichen gilt, wenn n durch 4 theilbar; das untere, wenn n blos durch 
2 theilbar. 

b) Bestimmte Potenzen bis zur Zehnten. 

1. sin a x= sin <x 

2. sin*« = — \(oos%x — 1) = Ir^lh 

~ . . i / • o i • \ 3sina — sin 3« 

3. sm* ol s= ~- 1 (u/t 3a — 3 a/t a) =5 ■ ■ 



4. sin* a = l (cos 4a — 4 cos 2a -f- 3) 

5. sin s a = -j^ (si/i 5a — 5 3a -j- 10 sin a) 

6. a = — -fe (cos 6a — 6 cos 4a 15 cos 2a — 10) 

10 — 15 cos 2a -f-,6 cos 4« — cos 6a 
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7. swi'a =s — Jx(sin1ot — 7 *w» 5a + 21,»» 3a — 35*wa) ss 

35 *ro a — 21 sin 3a -f 7 *w» 6a — sin 7a 

= : — 64 

8. sin* a = -jfj (cos 8a— 8 «m 6a -j- 28 co* 4a — 56 cos 2a -f. 35) 

9. siri*a = ^(**n9a — 9*m7a~{-36*m5a — 84 sin 3a -f- 126 sin a) 
10. «Va = — ^ («« 10a — 10 cos 8a -f- 45 cos 6a — 120 co* 4a -|- 

+ 210 co* 2a— 126) = 

126 — 210 ra? 2a -f- 120 ms 4a — 45 cor 6a -f- 10 cpj 8« — cos 10a 
— 512 



Anmerkung. Eb giebt keine reelle Werth«: 

1) Für eine allgemeine Formel der Potenzen des Sinus, aufgedruckt durch den Sinus oder Cotinut 
des mehrfachen Bogcro. 

2) Für die Potenten des Sinus, abgedrückt durch den Sinus de 

3) Für die Potenzen des Sinus, ausgedrückt durch dea Cosinus der 




.COSa 



ß) Potenzen des Cosinus. 

a) Allgemeine Ausdrücke für die Polenzen des Cosinus. 
Wenn n eine ungerade Zahl ist, so gilt: 

1. 2»-*co*«a = co* na + n. «w (n— 2)a + £^~i2.co*(n— 4)a-|-.... 

n.(n— l).(n— 2)....(^±2) 

1 . 2 . 3 • t • • ^' 2 ) 
Wenn n eine gerade Zahl ist, so gilt: 

2. 2 n - | co*«»a = co* na + n. co* (n— 2) a+JlJjl^!2. co* (n— 4)a-f-.... • 

J>-l).(n-S)....(|+l) 
1 »2.3 «« ^° 

b) Bestimmte Potenzen bis zur Sehnten. 

1. cos 1 a ss cos a 

2. cos* a = } (cos 2a -f- 1) 

3. cos* a 3= { (cos 3a -|- 3 CO* a) 

i. M m 
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4. co** a = | (co* 4a -J- 4 co.s 2a -f- 3) 

5. CO« 9 a x= -Jj (co* 5a -j- 5 CO* 3a -j- 10 CO« a) 

6. CO** a = -fc (cos 6a -J- 6 cos 4a -f- 15 CO* 2a 10) 

7. coj t a ss ^ (cos 7a -j- 7 cos 5a -j- 21 cos 3a + 35 cos a) 

8. cos'a = ^(co*8a + 8c**6a + 28co*4a+56co*2a + 35) 

9. CO**a = y^j (CO* 9« + 9 ««w 74 » 4* 36 CO* 5a -f 84 cos 3a -f- 126 COS a) 

10. co*"a = T h(co*10a + 10co*8a-f-45co#6a— 120co*4a+210co*2a— 126) 

Anmerkung. Es ist unmöglich, für die Potenzen des Cosinus reelle Werth c, durch den 5fnw de» 



C) Potenzen der Tangente, 

•) Allgemeine Ausdrücke fiir die Potenzen der Tangente. 

Wenn n eine ungerade Zahl ist, so gilt: 
1. tang*a = 



n .(„_l)....pl+?) 

*i» na — n.sm (n — 2) a -j 1-^ — . sin (n— 4) a — . sin a 



x . *«o •••• I A I 



n Tn— 1, n.(n— l)....(^i?) 

+ n.co*(n-2)« + !l^_i2.« ) , (n _.4)a + .... Tn^TT' 

1 .2.3 .... ^ — 2 — J 



Wenn n eine gerade Zahl ist, so gilt: 
2. tang*a — 



n(„_l) |. (n -l).(n_2)-..(J!±i) 

co* na — n . co* (n — 2) a-| — -.co*(n — 4)a — .... p 

1 .2.3.... ^ 

„ („_n |.(n-l).(*-2)~.(^) 

«wn« + n.t<w(n— $a-f !L2H_-i.'.«w(ii— 4)H i v 

l . L 4 a n n 

l.l.O....^- 



An merkung. Werth« für die Potenzen der Tangente durch die Tangenten des 

ausgedrückt, lassen sieh aus den in X. C b gegebenen Formeln entwickeln. Man wird dieselben 
als Gleichungen behandeln, und so lang* tang* a> u. *. w. durch sueoesaire Substitutionen er* 
können. Einige dieser W'erüie sind in der folgenden Potenzcntafel mit aufgenommen. 
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b) Bestimmte Potenzen der Tangente bis zur Zehnten. 

. , sin a 

1. fang 1 a ss 

a cos a 

1 — cos 2a 2a — 2 fang « 2 /an,? a 

2. tone 7 a = . i ^ ■ =s ? rt ? ss 1 — 

ö l-j-coA k 2a tangVa tanz 2a 

3 .«77 a — Si/i 3a 
1 tans* a — - — — 

3«wa-J-«w3a 

3 lang- a ■ fang 2a — 6 tang a . tang- 3a -\- 2 /anff 2a . /ar/g- 3a 

fa/i^a _ 

4 cos 2a — COJ 4a — 3 

fiB 5a — 5 «w 3u -}- 10 sinn 
tan s a oo# 5a 4" 5 COS 3a — j— 1 0 COS a 

C Of 6« — 6 COJ 4a -f- 15 fOJ a — 10 
fi. « = aw ö a _|_ 6co , 4fle 4.i5 ctwa + io 

51*1» 7a — - 7 W 5a -j- 2 1 w'n 3a — 35 sin a 

7. /<wgr 7 a — coj7a ^. 7co , 5a _j_2 lcoJ 3 f2 ^_35 awa 

co* 8a — 8 cos 6a -{- 28 roi 4a — 56 cos 2a -}~ 35 

8. tnng*a s= ^ ^ _j_ y COJ _j- 28 eo* 4a 4- 56 co* 2a -j" 35 

9a — 9 i/'n 7a + 36 sin 5a — 84 sin 3a -f- 120 sin u 

9. /<Wig*a ss w 9 a ^_9 co ,7 a -j.36«M5a-|-84«M3a-fl2Ü«)*a 

co^lOa — 10 coj 8a + 45 cos 6a «--120 cov 4« 4-210 cos 2a— 126 
10. tang"* = WÄ 10a -f- lOcw 8« + 45 «w6a+ 120 4a 4-210 co^ 2a + 126 

* 

D), Potenzen der Cotangente. 
a) Allgemeine Ausdrücke für die Potenzen der Cotangente. 
Wenn n eine ungerade Zahl ist, so gilt: 
1. ro/»a= /n-f3\ 

fa— 1) n,( °"" 2") 

gwna-f n.cof (n— 2)a4- n4 t g . cos (n— 4) a 4- .... /n— 1\ ,ff °* a 

1.2^3.... ( ■ ^ y 



.v/n u 



" n . (n „i).... (H^T^ 

. , «vi n.(n— 1) . , .v \ 2 / 

»«na — n.**«(n— 2)a-^ j-^ — .*w»(n— 4)a 

1 .2 . 3 • .. . ^ — 2 — y 
Mm 2 
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Wenn n eine gerade Zahl ist, so gilt: 
2. cot* a = 

a .»+.-. W (.- 8 ). + ^!), Mlfe . i ,„ + |-(u-l). (n -2)....(4?) 



1*2. 3 .... • 



1 .2.3.... 



b) 

1. fo/'o = cota 

2. co/»a 



Potenzen der Cotangente bis zur Zehnten. 



2 



l-f-CQrf2a _ CTtfq 
1 — COS 2a co/a — 2 cot 2« 



3. cofa = 3 CWa-fcof 3a = cot a.co t3u 

dsma — sin3* 3 co/ 3« — 6 cot 2« -J- 2 co/ « 

4. co/«a — ^^4-4coj2a + 3 

«W4a- 4co* 2a-f-3 

5. co/*a sc ^^a-f 5 COJ 3a -f IQ cofq 

*in üa — . 5 sin 3<x-j-lQsma 

■ * 

6. co/»a = Ctt »fa + 6coj4a4-15ooj2a4-fO 

cw 6a — 6 cos 4« — J— 15 cos 2a 10 

7. CO/'« — Wf7a + 7 wi5a + 21«tt3a + 3ft,v>«„ 

«« v« - 7 6a + 21 3a - 35 jm a 

8. co/ 8 a - WJ g g + 8 ^6«4-28co J 4a4-r>r> ^9« + ^ 

^ öa -^^4-28c^74aTT36^72^T^ 

^9«-9,/«7a-|-36^5«-a4««3«~12e^ä 
10. ~ ^}°" + ^ 0 ^^^ 4r —^a+120cx, J 4a 4-210^x9^4.^ 

co* 10a — 10 cos 8a 4~ 45 cos 6«-±l 20 co, 4a + 210 co, 2a 1 126 
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r- 

E) Potenzen der Secante. 

a) Allgemeine Ausdrücke für die Potenzen der Secante. 

Wenn n eine" ungerade Zahl ist, so gilt: 

1. sec* a = 

n.(n— l)....(^t-) 

co* na -f- n . co* (n — 2) a -j — - , cos (n— 4) a -f- . . . . , ^. — • co* a 

1.2.3....^ — ^ — y 

Wenn n eine gerade Zahl ist, so gilt: 

2. «Ca = 

2«-« 



, <* ^.(n-l).(n-2)....(^-) 
cos na -f-n. cos (n— 2) a -J j-^ — - . cos (u — 4) a -|- . ... n 

■ * 
b) Bestimmte Potenzen der Secante bis zur Zehnten. 

1. sec % a = -1— 
CO Ja 



2. WC» a 

3. sec* a 



co* 2a 

4 

co* 3a -f- 3 cos a 



4. sec* a 



5. *ec*a 



cos 4« -j- 4 co* 2a -f- 3 
16 

COS bot -|- 5 COS 3a — J— 1 0 COS a 

32 

6 * *** a = co* 6« + 6 co* 4a + 157o* 2a -f 1 0 

, 64 

' ' a ~~ co* 7a + 7 co* 5a-|- 21 cos .Ja + 3Ö cos « 

128 

8. **c»a = cw 8«-|.» co ,6a+28co*4« + 5Gco*2a+35 
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, 256 

9 - sec a — cos 9a -f-9 cos 7a + 36 cos 5a + 84 cos 3« + 120 cos» 

- 512 

10. scc"a - wl0a + 10co ,8a4-4d<w6a + 120cw4a+2l0aw2a + 126 

F) Potenzen der Cosecante. 

a) Allgemeine Ausdrücke für die Potenzen der Cosecante. 

Wenn n eine ungerade Zahl ist, so gilt: 

1. cosec 0 a. = 

2^ 

• / ft\ i n.(n— 1) . / ,v v 2 / 
stn na n . sin (n — 2) a -\ ^ ^ . sin (n— 4) a — ^ . jib a 

1.2>3....(-^-) 

dieser Ausdruck ist positiv, wenn n durch 4 dividirt, den Rest 1 labt; er ist hin- 
gegen negativ, wenn dabei der Rest 3 bleibt. 

< Wenn n eine gerade Zahl ist, so gilt: 

2. cosec 0 ol = 

„ h_« |.(n-l).(o-2)....(!l±^ 

cw a« — n ■ tos (n-2) « + g '» ■ wt (n— 4) « i ^ 1 1 

1.2.3 •• •• 2 

dieser Ausdruck ist positiv, wenn n durch 4 theilbar ist, hingegen negativ, wenn n 
blos durch 2 theilbar ist. 

b) Bestimmte Potenzen der Cosecante bis zur Zehnten. 

1. cosec 1 a = -4— 
sm a 

2 



2. cosec* * = 

3. cosec* a = 

4. cosec* <x = 



l—cos 2a 
4 

sin 3a — 3 sm 
8 



co*4a — 4 co* 2a -f- 3 
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5. cosec* a = 

6. COMC*a = 
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16 



sin — 5 sin 3ct -}- 10 wt a 
32 

6 cus 4« — roj 6« — 15 cos 2« -f- 10 

7 «w«:' « = , 64 

7 Ji» 5a — sin 7a — 21 sin 3a -f- 35 sin a 

8. «m^« = cos 8<* — 8 co* 6a -J- 28 coj 4a — 56 cos 2a -f- 35 

256 

00 a w»9a — 9*w7a + 36*«»5a — 84jw»3a+126«i»a 

io. 512 



" 10 cos 8« — cos 10 a — 45 cos 6a 1 20 cos 4« — 210 cos 2« -J- 1 26 

G) Werthe für die Potenzen der Funktionen, ausgedrückt durch 
Reihen von den Potenzen anderer Funktionen. 

a) Reihen für den Sinus. 

1. sm* a = 1 — g.cos*a+ t 1 2 3 i .co*»a + .... 

o .;».«-/« U r« n * i ".(n+2) ,„ . n.(n+2).(n+4) 

. tang 1 a -|- . . . . 

3 . ^. - t-| .^, + ^.^,- «^-y-«> .^, + „.. 

. .„ f n 1 , n.(n— 2) 1 n.(n— 2).(a--4) 1 

b) Reihen für den CWww. . 

4 " • , , n.(n— 2) . . n.(n— 2).(n— 4) . . 
1. COS*a = 1 — ^.üw'a-p. ^ 0 91 /.gjBt*a— ^ 2.3V f a-f-.... 

3. ^« = ^a.(l-|.^a+2^.^a_ii^>±i). 
. OO a -|— . . . 
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c) Reihen für die Tangente. 

■ 

• - f* i n • t i n.(n-f2) . 4 . n.(n-f2).(n+4) 

1. fang** = sm»*.[i -f^.*m««-f- M + 1/2.3.2» 

. sin* a -J- . . . 

2. ' fl »r 9 -^-i 1 -2 ,w,a tW^ 8 1.2.3.2« 

/. a 1 , n.(a— 2) 1 n.(n— 2).{n— 4) 

1 , n 1 , n.(n-f2) 1 ,0.(0+2)^^-4) 

*• = ^^< 1 +2-^^ + T72^'^^^ 12.3.2» ' 

d) Reiben für die Cotangente. 

1 A n . n.(n— 2) n.(n—2).(n— 4) 

^«-^A 1 -? •*» a +Try^" 1.2.3.2» • 

. im* « -J- . . . 

1 /i_i_ n 1 , n.(n+2) 1 , n.(n-f-2).(n+4) 
3 ' co/ " ÄS= J ^ , t 1+ 2"^ + 1-2.2* 1.2.3.2» 
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. _ A n 1 . n.(n— 2) 1 n.(n— 2).(n— 4) 

' cosec*a,~^~'"') 

e) Reiben fttr die Sec&ntt* 
1. *t* « = 1 -j-^.sin a-] — gm a-\ 1.2.3.2* -w*a-f-.... 



4i n 4i n -( n — 2) . . , n.(n — 2).(n — 4) . . 
2. sec*a = i + - . fang* a + . tang* a -\ ■ ^ 2 3^3 '.tang**+. 



» „^ r , 1 (\ | " m f * n I — 2) , n.(n — 2).(n-4) 

3 - - ^FZ'V + Z'™' *+ 1.2.2« •"* 4 " + 1.2.3.23 • 

.«»/•a-f-...) 

_ n 1 , n.(n+2) 1 , n.(n+2) . (n+4) 1 
0 Reihen für die Cosecante. 

- 

. . n , . n..(n-f-2) . , n.(n+2).(n-f-4) . , 
1. cosefa = 1 -j-^ . aw» a-| — j 1 ^ 7 " a 1 2 3 2» a^-.... 

1 V« , « , . . n.(n— 2) , , , n.(n— 2).(n — 4) 
* = ^'( 1 +2-- / ^ >q + -lW-^ a + 1.2.3.2* • 

. . n . n.(n — 2) , n.(n — 2).(n — 4) A . . 

3. co*Wa = l-f-^.co<»a+ i.g.g. -«* H 1.2.3.2* — -•«>' a + •••• 

1 - « . n 1 , n.(n + 2) 1 . n . (n-f-2) .(n-f 4) _1 

4. «^«-'tj-^t-^"^ 1.2.3.2* •jw-af"" 
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XII. Allgemeine Auadrucke für die Funktionen der Summe 
oder Differenz zweier Bogen. 

1. sin(a-\-ß) = sin a. cos ß-f- cosa. sin ß^ 

2. sin (o — ß) = sin a. cos ß — cosa. sin ß 

3. cos («.-J-ß) = cosa. cos ß — sin a. sin ß 

4. co*(«—£) =s cosa. cos ß + sina.sinß 

5. (a+3) _ tanga + tangß __ co^ + co/« 1 -f-/ gW g p tro< « 

l — tang a . tang ß cota.cotß—l cota—tangß ~~ 
_ /awy « . co/ ff -fr- 1 
co/ jJ — fö«»- o 

6. 3) = fang a — fang ß = eotß — wt« ^\ — tang ?. cot a 

1 + tang a. tang ß cot a . cot ß -f- 1 co/ a + £ ~ 
tang a .cot ß—t 
tang a 

7 ^ (a-fS) =i 1 __ I—Umgu .tangß ^_ atta — tang} 

cotß-\-cotu. tang a -\- tang ß i -\- cot u . tang ß~~ 

' cot ß — tang a 
~~ 1 tang a . cot ß 

%. COt(a-ß) - «*« + ta»;rg _ 

ro /ß — co/« tcmgu — tangß i — cotu.tangß 

/onj a . ro/ ß — 1 

9. *r(a4-£) =-3 = : — . . = 

1 — tanga.tangß cos « . cos ß — sin u. sin ß 

coscc a . coscc ß . sec a . secß 

coscc fit . coscc ß — sec a . scc ß 

10. sec(a-ß) =r 4 *e*-"*ß ™sec a . cosec ß . scc a . sec p 

tanga.tangß cosec u . coscc ß -f- sec a . sec ß 

i4 . , „ v cosec a . cosec ß 1 

11. cosec (a 4-ß) = — — ( i 



CO/ ß -j- CO/ a sin a . cos ß -(- sin ß .cosa 
cosec a . coscc ß . scc a . sec ß 



cosec ß . sec a cosec « . scc ß 

12. rütccia B) — a. cosec ß _ cosec a . cosec ß . scc a . sec ß 

" cosec ß — cosec a cosec ß. sec a — cosec u . sec , 
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XIIL Formeln, welche aus der Verbindung der Funktionen 
zweier verschiedener Bogen entstehen« 

A) Summe oder Differenz der Funktionen zweier Bogen. 

Grundform: F(u) + F{p) 

— ß 

1. sin a -4- sin ß =2 sin ""j"** . cos " a ^ = 7—- . sin (« *f- p) 

2. #m a<—sinß =2 jwi " ~ 3 ■ «w^— 4 - = a ? . mri («-j^pf) 

* ,n 2 

= 2co*-^>.«w-^ 



3. 


COS OL -|- cos ß 


4. 


COS p — COS a 


5. 


tangu + tang? 


6. 


fang a — tang ß 


m 

i ♦ 


cot a-\-cotp 


8. 


cot ß — rot « 


9. 


cot 0 -f- /««J? ß 


10. 


cot u — tang p 

« 


11. 






w» (a-j-p) 
cosa. cos p 
sin(a—ß) 
cosa. cos p 



sin a . «Mt ß 
jW/l (a — a) 
«Vi a . sin ß 
COS (a — ja) 

.«R (X . COS p 

cos (<*-\-B) 
in a . cos 3 



ix 4- ß a — ß 
icos—^-.eos-Tr 1 - 



cos a . cos p 

2wn 

12. secp—sec* — 



a . a—p . *+P 
2«n —£±.sm— 4— 



cosa. cos p 



fln 2 
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14. cosec 3 — cosec a = 



sin a. sin p 



B) Differenz der Quadrate der Funktionen zweier Bogen. 

Grundform: F*(a) — F*{p) 

1. sin* a _ «m* 3 = sin (a— 3) . «V» (a-f 3) 

2. CO*» ß — COS* a = sin (a — 3) . sin (a-f 3) 

3. cos 2 a — sin* ß = cos (a — 3) .C0j(a-f 3) 

4. tang*a-tang*ß _™("-fl-™<«+ffl 

COS u. . COS [i 
*m*a . *j» J 3 

6. co/'a-^p = (<*-3) 

<~o s* o . «»* 3 

8. stc*a — sec*a — ^ (»—fl) 

CO* 1 « . COf* 3 

9. cosec*a-cosec*ß = ^(^-^("-f P) 

C) Produkte und Quotienten aus den Funktionen zweier Bogen. 
Grundformen: F(«).F(ß) oder und F(a).F'{ß) oder 

1. stna.smß = i 1 — U-l = S m 7 — — sin* — — !- — 

- „*«Tß 



xm 3 = CO** («—3) — cos* (a-(- 3) 
2 4 cos~öiTeo~s~ß * ' 

2. «««.««3 = a " (a ~ e) + a " (a + P) = c 0 .'^-,m'^=, 
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. #/m _ ft _ cos (*T P) — c°*(. a + P) 1 

5. tanga.tangß - ^ ^ + ^ f(a ^ p) 1 

«W (a-4-i3) -f- «M (a -4- 3) / • 

Sin (a-f 3) -f- jm (a— 3) COJ (a — 0) — (<*"f 3) 

7. tanga.cot? = «,,(«+ 3)-«» («_-7) = cwa.cwS 

ji« (a-|-ß) — j»it (a^ß) 

8. tongrß.cof« — „ l Ä (a +ß) + w » («— ß) 

o4-3 , a — 3 «+ß i ' «— *ß 

^' sin 3 a — 3 a-4-3 a-f-3 . « — 3 



10. 



3 



COt — J— /<7/J# -5— CO* -5 — g— 



12. f2i 

CO*o 



a-|-3 a— 3 a— ß ,« + 13 

tang-±£—tang—£±- cot - cot 



a-|-3 a — 3 " a4-3 a — ß 

l — tang — . /flffgr — 2~ ^ • 2 ~ • — jH- 



1 



D) Summe und Differenz der Funktionen von der Summe oder 

Differenz zweier Bogen. 

Grundform: F (« + ß) =F ^ (« — 3 ) 

1. «/« (a-f~ß)-J-*«J (a — ß) = 1 sin a . cos ß 

2> **» (a-j-ß) — sin (a— -ß) = 2 «w a . jä> ß 

3. cos (a— ß) 4- co* (a-f- ß) = 2 cos a . cos ß 

4. cos(a — 3)^- cw (a-j-ß) = 2sina .sin? 
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5. sin (a-f-ß)-f-aw(a— ß) = (sin a cos a) . (sin ß cos ß) = 

= V(lH-,i»2«).(l+««2ß) 

6. «n(«+ß>-cw(«-ß) = (s in*-cosa).(sinß-cos ß) = 

= 1/(1— w*2a).(l — *«>2ß) 

v im _i_ * / «\ 2 cot a. sec* ß Z fang a . cosec* ß 

' ' { "+® + tm * {a - ß) = c«»«-!«^ = cot>ß-tang> a 

t i / « - /flAff ß • cosec* a 2 ro/ ß . a 

« st i i // „v 2 lang <*. sec* ß Scott*. cosec 9 ti 

10. «*(«+»_«*(«_» = 2 "y-r*r = a "'"- c !^r 

v 1 r/ lang*ß — tang*a cot*a — cot*? 

. . , t ... 2 cosec* a . cosec 1 ß .secu.secß 

11. *wr(*-f ß)-f-*v(a— ß) = - f- 

v 1 r/ 1 cosec* a .cosec* ß — sec*a.sec*ß 

k , 2 cosec a . cosf c ß . sec 2 u . j<y* ß 

12. (<*-f-ß) r— sec (« — ß) — cosec* « . «wec' ß — « . j*r" ß 

, , v H cosec a. cosec* ß .sec* a. sec ß 

u. cosec <-+» + (._» = mwV , w , u _ CT)<n; , a , w: ,'; 



. . / i ^ / « ^-2coj<sr , a . nw<r ß . sec a . sec*ß 

14. cosec (*+ß)- cosec (*-ß) = ^^„^„^ 



E) Produkte und Quotienten der Funktionen von der Summe 

oder Differenz zweier Bogen. 

Grundformen: F(a-fß) . F(a— ß) und 

t. sin(<*+ß).«n(a-ß) = cos'ß- cos*a = sin*a - sinß ~ ™ 2a ^ 

= (*'» « -f W» ß) • « — *W ß) s (c©#ß-fc©f «).(««? — Cosa) 

3. *<«_,»).«»<«+» = J '"-"7^^ 

I * 

4. CO« (a-f-ß) . co* (<x—ß) = «mV — = «M'a — jm*ß = "M 2 "^*»** ... 

• * . = (cos a -f- w» ß) . (cos a — sinß) = (cd* ß -f- Mi a) . (eo* ß — *m o) 

- 
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sin (a+P) tang « -j- P _ ">* P "f a _ 
swlo^-fÖ ~~ tanga — tangß cot ß — cot u 

1 -f- /ony ß. cot a /on^- « . co/ 0 -|- 1 

1 — /a/ig - 3 . cot <x taug a . cot ß — 1 
jtn (a-f~3) tanga-\-tamgß cof 0 -f* ^ a 

cos (o — 3) = 1 -fr- tang a . tang ß cot a . eo/0-J- 1 

1 -|- tang fi . co/ a tang a . cot ß -fr- 1 

CO* a * ß cotß-\- tang a 

rpj («-{-(3) 1 — tang a . tang ß cot a.cotß — 1 

cos (a — ß) 1 + tang a . tang ß ~~~ cot a . cot ß ~\- \ 

cot a — tang ß cot ß — tang a 

cot a -\~ tang ß cot ß -f- tang « 



, , . , . COS* ß — COS" 1 a 

8. tang («+3) . tang (« -3) = ^ a 

. . . * sin 2a -\- sin 2,3 

9. /anj(«+3). =^f^ 

10., tang (a-f-ß) . co* (a+0) = 1 

. „ , cos* ß — sin* ol 

11. cot {a+ß). cot (a— ß) = =- 



COS*ß — COf'a 

tang (« — 0) «in 2a — si/i 23 
tang (a-h-g) _ coj 1 3 — cos* a 

CO*(a— 3) COS*ß — COS 3 « 

co< («4-P) sin Sa — sin 23 

U * «>/ («— 3) *m2« + «»23 

15. sin («+3) . sin (a— 3) -f- co.t («-fr-ß) • «« ?) = 1—2 sin* 3 = cos 23 

16. cos (a-fr-P) . cos (a—0) — sin (a-\-ß) . sin («—3) = cos*a — s/n" a = cos 2« 

r. 

F) Produkte der Summe oder Differenz vou deu .Vinns oder 

Cosinus »weier Bogen. 

Grundformen : (F («) T (P)) • i F ' (") + ^ C 3 » 

. , . cos 2[3 — COS 2a 
1. (sina + sin,3).(«iia— swii) = ^(«+^.««(«—3) = g 



cos 2« — swi 2a 

2. (sina+cosß). (cos ß — sin a) = cos (a-fr-3) . cos («— 3) = ^ 
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3. (sin p + cosa) . (roj a — sin ß) = cos(a+ß) . cos (a—£) = *" ~ * n ^ 

4. (^« + co/p).(«x<i-- cw«) = w»(«4-p).iw(a— p) = <*>*2P — 

5. (wi a + *W» P) • (00*« + CO*|3) = 2 (a-|-ß) . cos* 

6. («*/» a -j- «n ß) . (co* ß — COSa) =; sin 9 • sin (<x — p) 

7. « — sin ß) . («m a -j- cos ß) = 2 sin (a—p) . ew* 

8. (sin « — «m p) .(cos p— cos a) = 2 (a-f-ß) . *m« 

9. («i» öl ~\~ cos p) . ß + CO* a) := (1 -f- */« (a-f- p)) . caf (a— p) 
10. (an « + cos p). (sin ß — cosa) = (1 + sin (a— p)) . co* (a-f-p) 

G) Quotienten der Summe oder Differenz der Funktionen 

zweier Bogen. 

' Fi («) ± F» (p) " na F(a)±F(fl 



1. ' ■ ' = tang — ±-!- . cot — — !- 

sin a — smp 2 2 



tan«- - — 

-==? 

*4-ß 

cot 



2 cos* + cosß = ^Hhß^,^ ^ 2_ 

cos P — cos « 2 2 a — d 

tan s—f- 

COsp — CQS a a-f-p a — p 

a -|- *w P «4~P CO* ß — COS a 

4 ' Wf a + ^ - ian Z-ir - sinu-siuß 



5 cosp-cos« _ f «+ß 
sin « — sin p ^2 

cos p — cos « a — p 

o. / """' 



«H a -j- p 

" s * n <* — -w» P . « — P 

" cosa + coTp ~ "* 2 
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8. 
9. 
10. 




cos a -\- cos ß 
sin a -f- sin ß 

si n a — sin ß _ ^ a-f"P 



cos? — cos tx " " 2 
sin a-}- sin ß ^ a — ß 

cosß — cos a 2 » 



t , cos a4- cosß .a— ß 

a— ß , . a— £ 



*m a -f- cos ß 2 2 

*wtß — CO Ja . aA-ß a-hß 
sm ■ ^ — cos ^ 

44 fang a-{- tang ß sin (<*+ß) 
/«/ig- a — tang ß sm (a — ß) 

cotß-\-cota _ sin{a+ß) 
cot p— cot a "Tsinia—ß) 

cot* — tang ß _ cos(a+ß) _ 1 tang *. tang ß _ cota.cotß — 1 
cot a -j- tang ß "~* cos (a— ß) ~~ 1 + /ow ff a • <<WI ff P CO* a . co# ß -f- 1 
tang* + tangß _ sin*.sinß _ g _ 
co/ a -f- co/ jjJ co* a . co* ß 

co/ a — /o/ijr ß 

20 - ; — — = cota. tang ß 

cot ß — tang a a 

Ä _ CO/ a 4- CO/ fl , 
23 ' W ta- toyP BW 'P-^+» 



0 o 
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tan^a -tanz? 

cot a-f tang ß Tamg ^ K p/ 

29. ; = co/ a . /<w# («— p) 

cot ol — fang ß * / i «v 

cot ß + tang a 

34. r tf, -j^ U = cotß.cot(a+ß) 
tang a -{- /ang- /3 * 1 r ' 

* -*■*'•-'<•+» 

^ <a//y a -f- /gwy p _ //wga.wi(a-f ß) 
cot a-J- /a/i^ /l co* (a — 

^ tätig a — tang ß tang <x . sin (a — ß) 

cot a — tang ß cos (a-^p) 

^ tang ol — tang ß tang ß. sin (a — ß) 

cot ß — fang a ~~" cos (« -f-ß) 
CO/ ß -j— co/ a cot a. sin (at-j-ß\ 



cot ß — COt a COt ß . sin (a — ß) 

cot « — ttmg [i cos (a-|-ß) 



43. seca v^ _ji _ rot 
« — sec ß 




sec<*-\-srcß 
44 - coscco + cosecß = cot^.tangu. tangß 

45. + = -cot^.tang«. tangß 
coscca — cosecß 2 ^ ^ 

46. = + g . - - fang . cot 

H) Produkte aus den Quotienten der Summen oder Differenten 

der Sinus zweier Bogen. 

. F(a)^F(ß) F'W + F'Ui) 
' F(<*)±F(p)'F'(u)±F'(ß) 

* 

sin a -4- sin ß sin a-f- sin ß a-\-ß a — ß 

1 . —s 1 — : — - . — : = tang — 5 — . cot — 5 — 

sin ol — sm ß cos a — j- cos ß i i 

q a "h **" ß sina-\- sinß aJ tß 

*'sm« — sinß'cosß — cosu"~^ 2 " 

<ma + l»BP w + wp _ , a— p 

Iis a — sin ß ' cos ß ~~ cos t» 



4 - ^F-"^ = / ^— 



(coSa-^-COSß)* 

(sin a — sin 3)* 

O0#* /J — COS* a ~~ 



1) Produkte und Quotienten der Summe oder Differenz der Funktionen 
tod der Summe oder Differenz zweier Bogen. 

Grundformen : [F<«+ ß) + F{a— ß)] . [F(a +ß)±F(a 

^ *(«+« ±*<«-« 

1. [ab (a-f-p) -f- ai» (a<~ß)] . [«in (a-f-0) — sin (a — p)] s=s imSa.imSß 

2. [«'» (a-j-0) + sin (a— p)] . L«W<a-j-p) -f ew («— P)] = 2 sin 2a . p 

Oo 2 — ^ 
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3. 
4. 

5. 
6. 
7. 
8. 

9. 
10. 
11. 
ifc 
13. 
14. 
15. 
16. 
17. 
18. 
19. 
20. 
21. 
22. 
23. 



[*w («4-p) + sin («— p)] . 

— *w(a— p)]. 
[sin (a+p) — sin (a— p)] . 
[*/» (a -}-/3) -f- CO* (a— P)] . 
[*W (a + ß) + CO* (a — P)] . 
[co*(a+ß) + CO*(a— ß)]. 

*w (a-j-p) + sin (*—ß) = 
«» (a-f-ß) — *<" (a — p) " 

sin (<x-f-P) — ,fI/ * ( a *"~P) 

*wi («4"ß) 4" sin (a — p) 
co* («-}"/*) + ( ft — P) _ 

CO*(a— p) — CO*(a-f-^) ~~ 



CO* (a — p)- 


-co*(«+p) 
- sin (a — ß) 


cos (a-j-j3) - 


- COS (a — ß) 



jw/l (a-f- ß) -f- *i/l (a — ß) 

cos (a — ß) — cos (« -j~P) ' 
sin (a-fP) — sin (a — ß) 
cos (a-j-p) + co* (a— ß) ~ 
sin (a -|- p) — sin (a — ß) 
COS (a— p) — CO* («-f ß) ~~ 
m(«4-p)4-co*(«— P) 



[co*(a — p) — «M(a-f-P)] — 2*m 2 a.*in2ß 

[co*X«+P) + 005 (" — i 3 )] — 2 ** Ä 2 < 3 ' co ^ a 
[cos (a — p) — cos (o-|-p>] sss 2 sin 2a . */»* p 
[sin (u—p) + co* («4-P)] = — cos 2p . (1 + *m 2a) 
[*w («— p) — co* (a+p)] = CO* 2a (1 -f *w 2p) 
[co* (* — p) — co* (a 4-p)] = */« 2« . sin 3ß 

/fl«g- a.cotß 
cot o . /awy p 

COt a.cotß 

tang a . fang ß 

tanga 

cotß 

tangß 

COt a 

CO* P -f" *W* P 



sin (a — P)-j-co*(a-j-p) cosß-—sinß 

sin (a-|~P) -}- «>* ( a — P) sin «4~ cos a 

sin (a — p) — co* (a -j- P) ~ 
fang (a-f P) + («— P) 



*i»a — cosa 
in 2« 



(a-fp) — tang («— f 



(a+P) - 


-/m/s- (a — Ii) 


CO* (a-f-p) - 


- CO/ (a — p) 



/«wg (a-f-P) 4~ ( tt — ft) _ 
cot (<*+P) — co/ (a — p) 

co< (a-hP) 4- 001 ( a — P) 

COt («4-P) — - CO/ (ot — P) ~~ 

*cc (« 4~P) 4" ( a — P) . 

*CC(a4-p) — *«r(a— p) ~ 



*wi2ß 

= tang (a4-ß) . /wig- («— ß) 
**V; a . co* a 



sin ß . co.« p 
sin 2« 



./awg-(P4' a )-'« w 5'(P— «) 



*wi2p 
cot a.cotß 
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sec(«+$ -\-sec(«--p) ssc cot o • tang («+S) . tang <«-3) 
CO*cc(a-{-3)-f-ttWCc(a---3) -©vi/ t> 

coscc («-hl 3 ) — co*cc — P) 

00**^+?) + coscc (a-ß) = ^ t eoip 

coscc (« + 3) — coscc (a—J) * 

9? J»»(a+fl+ri»(«--fl "w«+p)+«"("--p) ., f ,„ 

11 ' »n(«-f 3) — «w(a— 3) * CO* («+ 3) + CO* (a—3) e 

*m(«+P) + P) «»(«4-P)4- y "»( g — P) = tang(X ^ 3 

Ä *m (a + 3) — .S/n («— 3) ' COS (u— 3) — CO* («+3) 



29. 



*m (a-HP) + *»" ( a — P) («+P) + <*>* («— P) _ 
*m (a-j-3) — *i» («— P) ' CO* (a— 3) — COS («+3) 



r*m(a+P)+^("--p)r - - 

^ 'COS* COS* - ~ /«,, ff 3 

J »V(«+P)» r ^;(^P) = ^.tq^ß 
* lm [cos(a+p) + cos(a— 3)]* ^ ° r 

jw («+P) — ( q — PI t 
co*M« — 3) — co**(« + P) 

K) Quolienten von Sinus und Cosinus der Summe zweier Boge*, 
dividirt durch das Produkt derselben. 



Grundform 



*>+P) 



1. 


*» («+P) 

COA « . CO* 3 




tang a -f- 3 


2. 


+ 3) 
*in a . sin 3 




CO/ a-f- CO/ 3 


3. 


*m («-'-£) 
cos a. COS p 




/a/jg-a — f«ng"P 


4.- 


sin (« — 3) 
sin u . sin 3 




CO/ a — * co/ 3 


5. 


co*(«-f 3) 
COS a . COS 3 




1 — /er/«? « . tang 3 


6. 


cos (<*-|-3) 
*w» a . sin 3 




COl a . co< 3 — ' 1 . 


*7. 


ro* (a — 3) 
cos a. cos ß 




1 + /a/i£ a . /<!«£ 3 
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3. [sin (a -f- -|- sin 

4. [sin (a -\- ß) — sin 

5. [sin (a+p) — sin 

6. [sin (a -f"p) -f - co* 

7. [*i« (a — {— /3) — J— cos 

8. [co* (a-j- p) -j- cos 



a — P)] • [co*(a — p) — ctw (a-}-p)] s 2*w 9 a,- 
a— p)]. [co*X«H-P) + co.v(a—p)] = 2*£// 
«— P)] . [co* (a— p) — COS (a+p)] s * 
a— P)] . [*/« (a—p) -J- rojr («+p)] / 

«— P)] • [«'» («— P) ~ COS («+P>?/ 
«— P)] . [co* («— p) — co* (a J > / 



q (»+P) -f P) _ . ntr 

y * *m (a+p) - ^ (a-p) ~ a * «* ^ 



10 «»(a-fP) — *J/»(a— p) 
*//i (a-f-p) -}- («. — p) 

jj CO* (<x-f~P) + <*>* (<* — P) 
CO* (« — p) — cos (a -|- p) 

^ co* (« — p) — co* («4-p) 
co*(a — p) -f- co* (a-j- ;i) 

( a +P) -f- *w («— P) 
co* (a-J-P) -f- <-o^ (a — p) 

14 J ' w ( CT 4~P) 4" ( a "- P" 
CO* (a— p) — co* (a-J 

*i*n (a-}-P) ~ *W» (r 

co* (a-j-p) + «> 

(«-[~p) — 
cos (a — p) - 

sin (a-f~P * 



co/ a . /ö/Igr 



/ / / 



— cot a . r 



/ 



f 
-- 



/ 



= tar 



I 



15. 
16. 
17. 
18. 
19. 



•• <U1 d « r Tangenten von der halben 
^«le oder Differenz zweier Bogen. 



sin (a — 
sin (« - 



Grundform: F 
"-P 




k 2 .v/ « a 



CO* a -f- CO* p 

Isinß 
cos a -j- cos p 



i. cor 



a — ß 



cot 



cot 



a-j-p 
2 



ß 



2 sin 




COS ß — COS (X 

2*wp 
COS ß— COS a 
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\ 




\ 



M) Produkte und Quotienten der Funktionen von der halben 
Summe oder Differenz zweier Bogen. 

{ 2 ' ^ 2 i F (^Z). Fl (^£) 

x4-3 . a— 3 , . 
-i-J-.wn— ^— s= * (co* ß — cosa) 

— . cos — -— ar ^(sma-j-smß) 



— P 



• 3 sin a — sin 8 
J sin a -4- * //» 3 

r~' 3 — ^ - - cotOL ~\~ cos ß 

2 2 CO* 3 — «W a 

a _Lß a — 3 




N) Ausdrücke für die Summe der Einheit und dem Produkte 

zweier Tangenten. 

Grundform: 1 ^ F(a) . F(3) und 1 — F* (a) . Z 1 * (3) 



1. 1 +/<WV «./^P=^^ 
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3. [sin (a-j-p) -f sin (a — ß)] . [cos (a—ß) — cos (<*+?)] = 2 *wi*a . *m 2p 

4. [sin (a-f/3) — *w (a— ß)] . [cos*i<x-\-ß) -\- CO* (a— p)] = 2 Jin 2/3 . CO* 5 « 

5. [sin (a-fp) — *w* (a—ß)] . [cos (a—ß) — cos (a+p)] — 2 sin 2a . «i» 2 p 

6. . [*m (a +ß) + CO* (a — ß)] . [iin (a — ß) -j- CO* (a-f- p)] = — CO* 2p . (1 -f 4f» 2«) 
7. 
8. 



£*,7»(a+p)-f C0*(a— p)] . [**«(«— ß) — COS (a+ß)] = CO* 2« (1 -f *m 2/3) 
[co*(a+p) + co*(«— j3)].[co*(a— /3) — co*(a4-/3)] = *#w 2a . *i« 2p 



9. 
10. 

11. 

13. 
14. 
15. 
16. 
17. 
18. 
19. 
20. 
21. 



*in(a+ß) + sin(*-ß) a 
sin (a+ß) — sin (a—ß) * * 

^/"tSl^^S = cota.tangß 
sin (a-J-p) -f- sm (a — p) ° 

CO* (a—ß) — COS (a-\-ß) 

C OS (a—ß) — COS (a-f ff) _ 

co*(a-p) + co*(«-t- P) - <*W " • *»W f» 

*m(a4-/B)4-*m(a — P) = f a 
COS (a-fp) + CO* (a — 3) * 

*iw (a-f-P) 4" S* n ( a ""P) _ . ^ 3 
COS (a^-ß) — COS (a-f~P) 
sin(a+ß)-sin(a-ß) 
Cos(a+ß)-\-cos(a— ß) ^ P 
sin (a-4-ß) — *m (a — ß) 

x 1 ' ' i ~*~ cor rx 

COS (a—ß) — CO* (a-J-p) 

sin (a-\-ß) 006 ( a — P) co* ß -f- *"» P 

*m(a — |3)-j-CO*(a-j-p) CO*p — Ji/i ß 

*»»(a-f-ß)-{-co*(a — ß) sin a -j- COS a 

sin (a—ß) — cos (a-{-p) sina — cos a 

*ro 2a 



1attg(a- 


hP)4-/oi^(a— /3) 


tang (a- 
(a- 


~P) — tang(a— ß) 
^ß) + fang (a—ß) 


co* (a- 


-ß) + cot(a—ß) 



lang (a-\-ß) 4- tnng (a — p) sma.cosa 

co/ (a-j- ß) — co/ (a— p) */« p . cos ß * v ' ' ö ^ ' 

cot (a-f-P) + ™* ( a — P) _ sin 2a 

co/ («+P) — CO/ (a— p) ~~ sin 2p 
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_ . */r (a 4-3)4- *cc(<* — p) .ix „. 

'24. v — ', \ y , — 3 cot a . tonst (a-i-3) . tanz (a— 8) 

cosee (a -j- p) -j- cosec (« — p) ° v ' ' ^ 7 

rt . */!r (a4-p)4^*cc(oc — 3) , Ä , . , . , . 

_ cosec (a 4- ß) 4- cosec (<x — 3) 

26. ; — ■ . t 7^ = — tang a .cot p 

- COSCC (a+3) — COSCC (a — 3) ° 

*m(«-fp) + ffl»(a~P) *m(«+p) -}-*/;>("-- P) _ ^ , 

«n(a+3)— ««(a — 3) * co* («+p) + COS (a— ,3) "~" o ' «* «' 

*W (a-f-3) -|- */» (a— p) */// (a-j-3) -|- *wt («— P) . , , ^ 

sin («+p) — (« — p) * co* (a — p) — co* («-J-P) ® * 

*iw («-HP) + sin (<*—?) cov («+. 3 ) + ms > 9 ) _ 
™' sin (a+p) — */» («— p) ' CO* (a— p) — cos (cc-f-p) " ""^ 



[>/« (a4-p) -4- *m (a — p)!* * „ tang a 



30. 

[cos (a-f- P) + co* (« — p)P ^ ° 

. *iVt (a j- p) — w< a («— P) _ . 
CO**(a — p) — CO* a (a-f p) 

K) Quotienten von Sinus und Cosinus der Summe zweier Bogen 
dividirt durch das Produkt derselben. 

GrUmlform: F(«).T(P) 



sin a. . * in p ' 

sin (a — p) 

4. - — — 1 = COt a — cot p 

«« « . sin p 

CO* a . CO* 3 ° 



/ 



/ 



3. [«n(a-|-3)--}-xw(a— 3)] . \cos(a— 3) — co*<«-f ß)] = 2*mV 

4. [an (a-j-p) — sin (a— 3)] . [co*X«-fP) + cos («— £)] = 2 *'/ 

5. [5W (a+3) — sin (a— 3)] . [aw (a— 3) — «M (a+3)] = y / 

6. [an (a-f-3) -|- cos (a— 3)] . [an (a — 3) -j- 

7. [an (a + ö ) + ( a — i 3 )] • [*"» ( a — ß) — CO-* («+ r • / 
fco* (a-f-3) + COS (a — 3)1 . [cos (a—3) — COS (er ' / 



/ 



taug a . cot 3 



8. [COS (aH~3) -J- COf (a — 3)] . [co* (a — 3) — CO* (tf 

- / 

10. 
11. 
12. 
13. 



sin («- 


-3) -f- an (a> 


-P) 


an («- 
an (a- 


-3) — sin (a- 
-3) — sin (a- 


-0) 


an (a- 
co*(a- 


+ *>» («• 
-ß)-fco5(a- 


-P) 
-« 



CO/ a 



coj (« — 3) — COJ (« -f- 3) 

COf(a — ß)-|-CO* («-f"P) 
an (oe-{-3) -{- <w (« — J3 ) 
(a+3) -J- CO* (a — 



14 P) + Ji/»(a 

CO*(a— 3) — COS 



15. 
16. 



-f- « 



co*(a+3)-' / 

sin (a-f ^ oder Differenz der Tangenten von der halben 



cos(a~ , Summe oder Differenz zweier Bogen. 

17. 



ia 

19. 

2T 

3. 



Grundform: f(^1)+f(^1) 




<*—ß _ 2on« 



CO* a-f OW(l 



co/ —x-*- -f- cor 



4. cot 



2 



~* cos<x-\-cos \i 
a-f-3 2 «na 



CO/ 



t+3 



CO* 3 COS OL 

2 Onß 

ro* 3 — co* « 
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M) Produkte und Quotienten der Funktionen von der halben 
Summe oder Differenz zweier Bogen. 

'4-1 



«4-3 . « — '3 . 

— sm —y— — i {COS ß — cos a) 

^.^^1 = Usifta + sin(}) 

et — 3 

ros—g— — { (coj e* -f- CO* 



<* — 3 _ co j 3 — CO* et 
«4-3 a — ß «Ba4-«»8 

7 . te^^.co^-H 3 - «»«^«3 



2 2 «» a -j- sin 3 

Z l COS p — cos « 



. a4-ß « — 3 «4-3 
„»-JT..^-^- ^-j- „ + ß «-3 

9 - a+3 . a-3 = , — A ^ ta "«^- COt —^ 



2 2 2 «+3 « — 3 

10 ' .«4-3 .«-3 = — «^ = ^-^-"^-2- 

N) Ausdrücke für die Summe der Einheit und dem Produkte 

zweier Tangenten. 

Grundform: 1 F(a) . F(3) und 1 — (a) . F* (3) 

1 , Ä COS (a — ß) 
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3. 
4. 
5. 
6. 

7. 
8. 

9. 
10. 
11. 
12. 
13. 
14. 
15. 
16. 
17. 
18. 
19. 
20. 
21. 
22. 
23. 



[*ii»(a+ß) + **»(«— ß)] 

[sin (a+ß) — sin (a— ß)] 

[sin (a+ß) - sin (a-ß)] 

[*m (a -j- ß) -f - co* (a — ß)] 

[«,,(a-fß) + c<>*(a--ß)] 

[CO* (a+ß) + CO* (« — ß)] 

*i#» (a-f-ß) ~f" ( a — ß) 

.v/V; (<*-j-;i) — .ww (a— ß) 

*iw (ot-fr-P) — **'" P) 

sin (a-j"P) ~f" 5 " / ( a — P) 
CO* (a+ß) 4* 003 ( a — P) — 
COS (a— P) — CO* (a+ß) 

CM (« — P) — COS (a+ß) 

COS (a — ß) -|- COS («+ ß) ~~ 
*m(a+ß) + *m(« — ß) __ 
t os (« -f - ß) + rOi (a — ß) 

jiVi («-j-ß) + *w (a — ß) 
COS (a— ß) — CO* (a-j-ß) 
*in (a+ß) — sin (a— ß) _ 
co*(a+ß) + cO*(a_ß) 

fl'g (a+ß) — (a — ß) m _ 
COS (a— ß) — CO* (a+ß) 
*W» (a+ P) CO* (a — P) 
*i» (a — ß) + CO* (a+P) 
sin (a-|- ^) -f- ^o * ( a — P) 
*m (a — ß) — co* (a+ß) 



. f co* (a — ß) — CO* (a ß)] 
. [cos\a-\-ß) + CO* (a — ß)] 
. [cos (a — ß) — COS (a+ß)] 
.[*i«(a— ß) + co*(a+ß)] 
.[*/»(«— ß) — CO* (a+ß)] 
. [CO* (a — ß) — cos (a -f ß)] 



2 *m a öl . sin 2ß 

2 sin 2ß . co**a 

2 sin 2a . */»' ß 

— co* 2ß.(t+*i» 2a) 

co* 2a (1 + */n 2ß) 

sin tos. sin 3? 



tang{a- 


hP)4-/flW^(a— ß) 


ttutg{a- 
tang (a- 


-p) — tang («— ß) 
hß)4-/any(a— ß) 


cot (a- 


-ß) + CO/(a_ß) 



/«//°- a.cotß 
COt a . f flf/iy ß 
COl a.cotß 

tätig a . /«mg* ß 
f ewig- « 
co/ß 
tangß 

: CO/a 

COS ß + *M* ß 
COS ß — *W» ß 
*wia+c©*a 
sin a — co* a 
sin 2a 
2ß 



lang ('*-}- ji) + //7// o ( u — ß) 
co/ (a+ß) — co/ (a — ß) 



= tang (a+ß) . /«n^ (a— ß) 
*<V: a . CO.T a 



CO/ (a- 


f-ß) + CO*(a 


-ß) 


co/ (a- 


-ß) — CO/(a 


-ß) 


sec(rx- 


- ß) -|- .srr (« 


-P) 


sec{a- 


hß) -*«(«. 


-ß) 



sin ß . co.« ß 
sin 2a 
**tfi2ß 



/^(ß+aj./rw^ß-a) 



= cot a. cot ß 
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24 . * , ' a tSt^T ft « = «-+« • (— » 
co*cc (cc-|-3) 4-«WCc(« — P) 

»■ "ta^^Ai •"»*(— » 

co*cc — cosec (a — 3) 



26. 



cosec + cosec = _^ ^3 

rovfC (a + 3) — CO*CC (a— 3) 



jw»(a+P) + *w("— P) w(»+P) + P) _ /a/J(r * a ^3 

Z/ * sin (a+3) — **» (a— 3) ' cos («+3) -fco* (a— ,3) * " 01 

Ä *m(a-fP) + *"*(«-- P) am ("+P) + *"»(«— 3) _ fflf|gu-cff/ t^ 



29. 



«/»(« + p) — *i» (« — P) * «>J («— P) — cos («-j~P) 

*w» (a-HP) + sin ( a — P) <*» (tt+P) + <*>* («— P) _ 
sin (a+P) — *'» («— P) ' cos («— P) — CO* («+P) 



^ CO**(«— P> — «>*'(«+P) 

(«+P) — **»' («—PI _ j 
^(a — P) — + P) 

K) Quolienlen von J/n»« und Cosinus der Summe zweier Bogm. 
dividirt durch das Produkt derselben. 

Grundform; 1 



L 


*/«(«+P) 


roj a . cos 3 


2. 


*«»(«+ P) 




«i/s a . «</» 3 


3. 




cosa. cos p 


4.- 


sin (a — 3) 


«'« « . sin 3 


5. 


W*(«+p) 


CO* « . cos 3 


6. 


CO* (<*+P) 


■sin a. . sin 3 


•7. 


cos (a- — 3) 


CO* a . CO* 3 



CO£ cx-\-COtp 

tanga — tangp 
COt a — » COl 3 
1 — /a//# « . fang- 3 
OOl a . CO/ P — ' 1 . 
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8. 


COS ^fll — pj 

sin a . sin ß 




COf Ct . cot ß l 


9. 


sm (<*+ß) 
siu tx .cos ß 




1 -)- ß.COta 


10. 


sm (a-{-3) 
cos a . sin ß 




1 -f" '«wy a.colß 


11. 


.s/n (« — ,3) 

ein n t-n c Oi 

sin it . i y.> p 




1 /OMg" ß .COi* 


12. 


sm (<* — iV 
cosa.sinß 




tang a. .cot ß — 1 


13. 


cos (<x -f~ (i) 




co< « — /an^ ß 


.si« cn.cosß 


— 


14. 


cos(a-f-ß) 
cosa. suip 


= 


co/ ß — tang <* 


15. 


cos(a — ß) 
sin a .COSß 




coia-\- tang ß 


16. 


cos (<* — ß) 
cos a . sin ß 




cotß-\- tang a 



L) Stimme oder Differenz der Tangenten von der halben 
Summe oder Differenz zweier Bogen. 

Grundform : F (=±£) + F (^) 



a. 

r-öTfi 



1. -\-tang ^ ~~ coj a-f- 

2 /.ijiir a+P Lijut tt — P — 2 P 

* 2 ^ 2 co s ia -|- co* ß 

3. co*^=£+«*^ = cJß-coT« 

Zsinß 



4. co< 



COi }J — cos« 
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M) Produkte und Quotienten der Funktionen von der halben 
Summe oder Differenz zweier Bogen. 

1. SU» ' . W» q, ■ = |(«W3 — CO* a) 



2. sm—^-.cos— ~- sat %(sma + smß) 

3. ^_T_i. «>,_+_ = ma-«„p) 

a-|-ß ot — 3 

4. cm— ^-.co*— = 1 (co*o-fco*3) 

a-f-3 a — 3 cO*3 — cos a 

° 2 2 n/i a — sin 3 

- . „ i 3 ^, a ~f 3 sina — sin 3 

7. /a«g — 5— .cor — ^ — » — j | — r-— 

^2 2 sma-\-sinß 

a ~> Ö _ C0*a-f-CO<3 

g. _ _____ 

. a-4-3 a — 3 a 4-ß 
9- a + 3 . a-3 = , ^ = /ö ** ' " 



!■/« — - - sin — — 



N) Augdrücke für die Summe der Einheit und dem Produkte 

zweier Tangenten. 

Grundform : 1 If F{a) . F(3) und 1 — F* («) . F* {?) 



,i . cos (a — 3) 



— - google 



3. l-tanga.tangß = £2lfc±^ 
3, 1 + «*«.«^ = 

smu.stnß 



1 ° sma.cosp tanga 

stri'a.sin*? 

9. lang 1 ?. tang** = v X, ~ — 12 

10. ,3-1 = ^,„, W „,V 

O) Ausdrücke für die Snmmalion der Bogen bei Tangenten 

und Cotangcnten. 

Grundform : arc tang x + arc fang y 
1. arc tang x = , arc tang ^ 



llarc cot 



1— x« 



2x 

3. arc cot x = \ arc tang 



2x 



x* — 1 



4. = -* arc cot — ^ — 

2x 

5. arc tang x -\- orc tang y = nrr tang r 

6. wx: tang x — arc tang y =: arc tang ^-r~^ 
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7. arccotx -{-arccotj = arccot^-r-^- 

8. arccotx — arccotj = arccoi^^ 

y— x 



XIV. Werthe der Funktionen ftir einen aus drei Theilen 

zusammengesetzten Bogen. 



A) Funktionen fUr unbestimmte Werthe der drei Theile des Bogens. 

Grundform: F(*-\-ß-\-y) 

1. sin («— J-y) = sin a. cos ß. cos y-\-sin ß . cos a . cos y-\-sin y . cos a . cosß — 

sin a . sin ß . sin y 

2. cos (a-\~ß-{~y) — cosa. cos ß . cos y — cos a. sin ß. sin y — cos ß . sin a . sin y — 

cos y . sin a . sin ß 

3 fjnjfoc 1 gl v) rr tanga + tangß + tangy-tanga.tangß.tangy 
ev 1 r '* " 1 — tang a. tang ß — tarig a . tang y — tang ß . lang y 

4. cotfn+34-y) = « ' <»* P > COt y - cot a - COt ß - cot y 

1 TPT " cotUtCO tß+cotu.coty-\- COtß.COty — 1 

5. secia+ß+y) = 



.S/V* a . SC/' . .VfY" 1 ' . COSCC OL • COSCC p . cosee 



cosec a . (co *<?c ß.cosecy — seeß.secy) — sec a . (cosee y.secß — cosec ß.secy) 
6 cosec (a-\-ß-\-y) = 

jgca . j^c ,3 . sec y . cosec et . cosec ß . cosecy 

cosec a . (cosecy .secß-\- cosec ß . secy) -j- sec « . (cosec ß . cosec y—seeß . sec y) 

B) Gleichiingeiv für den fall, wenn die Summe der drei Bogen 

90° beträgt, oder a-f-/3 + y = | 

1. sina . cosß . cos y-\- sin ß .cosa . cosy-\-siny. cosu . cosß — sina . sinß . siny — t 

2. tang a -f- tang ß -j- tang y = tang a . /a/z£ ß . tan/r y -|" sec a • sec P • sec V 

3. co/ oc — |- oo£ (3 — f- cot y = cot a. cot ß .cot y 

4. tang a. tang ß-\~ tang a.tangy-\~ tang ß .tangy = \ 

u P p .. . 
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C) Gleichungen für den Fall, wenn die Summe der drei Bogen 

180° beträgt, oder a-j-ö-fy = * 

1. cosa. cos ß . cosy — cosa. sinß . siny — cos? . sina . siny — cosy . sina . sinß 

2. tang a -f- fang ß -j- tangy = fang a . fang ß . tang y 

3. cot <x — J- cot ß -j— cot y = cota.cotß . cot y -\- cosec a . coscv ß . cosec y 

4. cot a .cot ß-^- cot a .cot ß-{-cotß.coty = 1 

5. tang^.tangZ+taitg^.tangZ + tang^.tangZ = i 

a 3 v 6t 3 v 

6. cot cot cot [j = cot cot ^. cot ^ 



XV. Summenforraeln flir Reihen von Funktionen, deren Bogen 
nach einem bestimmten Gesetze fortschreiten. 



A) Summenformeln für die Funktionen von Bogen, die in einer 
arithmetischen Progression fortschreiten. 

a) Allgemeine Formeln. 

' aa) Reihe der Sinus. 

Für eine Reihe von folgender Gestalt: 

sin ol -J- sin (a-f-q») -f- sin (a-}-2q>) -f- sin (a rf-3cp) sin («-|-nq>) 
ist die Summe sämmtlicher Glieder ausgedrückt durch : 

COS (a — ^ — COS (a -J- 2 "^~" . cj^j 



1. S 



2. S~r Si "(^' V )- Sin ( a +lf) 



sm^ 
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Wird die Anzahl der Glieder unendlich grofe, so entsteht die Summe: 

«>*(* — |) 



3. S 



Wenn q> ein aliquoter Theil des Kreisumfanges ist, so bleibt die Reibe 
bestimmt 



Für die einzelnen Glieder der Reihe ergeben sich folgende Werthe: 
sin a ss sin a 

sin (« +9) =2cM9.JW9 — sin (« — <p) 
sin (a-}-2<p) = 2 cos q» . sin (a-J-<p) sin a 
sin (a-j-3<p) = 2 cos q> . sin (<*-}- 2q>) — sin (a-j-q>) 
*wi(tt-|-4q») = 2 cos 9 . sin (a-|-3q>) — «n (<x-j-2<p) u. s. vr. 
und allgemein: 

«m(<x-f~ n< i > ) = 2cW9.<w»(a-f(n — i)q>)-— wi (a-|-(n — 2)<p) 
oder auch: 

sjn (a-f-nip) = 2 sin <p . cos (a-f"( n — *)<p) + «» ( a +(n — 2)<p) 



bb) Reihe der 

Für eine Reihe von folgender Gestalt: 

cos et -f- cos («+<p) -f- cos (a-j-29) -f- cos (<*-\-Zcp) . .. . -j- co* (a-j-mp) 
ist die Summe ausgedrückt durch: 

2 



2 j^ ^^'Q'^^ + T) 

sm^ 

Wird die Reihe unendlich, so entsteht: 



3. 5 = 



2wi£«p 

Pp 2 
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Die einlebten Glieder der Reihe erhalten folgende Werther 

COS a = COS a 

C0*(a-f-<p) = 2 COS <p . COS a — cos (a— q>) 

cos (a-f-2<p) = 2 cos tp • cos («+<p) — cosa 

COS (a-}-3<p) =s 2 CO* <p . COS (a-f-2<p) — CO* (a-J-q»! 

CO* (a-{-4<p) = 2 CO* <p . CO*(a-}-3<p) — co*(a-|-2q>) U. S- T»V 

und allgemein: 

CO*(a-f-n<p) = 2co*<p.co*(a-{-(n — ^v) — co* (a-{-(n — 2)q>) 
eder auch: 

cos (cc-f-iup) = co* (a-f-(n — 2)<p) — 2 *in <p . *i)i (a+(n — 2)9) 

b) Summenformeln für besondere, aus arithmetischen Forlschreilungca 

entstehende Reihen von Bogen. 

1. *r„a + „„2« + *i»3a + + H*u* = ™* (n + i) ?' ti *i»* 

Wird diese Reihe eine ohne Ende fortlaufende, so ist: 
Wta4-*i»2a + JW»3«-|- s= \cot\a 

a • o 1 • o -1- • sin%(u-\~\)a.cos*.rv* 

2. stna — stn 2« -f- sm 3a — - -C */« na r= — — ! — — : 

' ^ . co^ja 

Wird diese Reihe eine unendlich fortgesetzte, so ist: 
sin a — sin 2a -f~ sin Sa — = | <<7/Jg" £ a 

_ , A , „ , , */« |na ,co*< (n-M)« 

3. co* a -fco* 2a -fco* 3a -f -f-co*n« = 2 ' 

Wird diese Reihe unendlich fortgesetzt, so ist: 
cos « -f- cos 2« -|- COS 3a -f == — I 

. t > 1 o -r^. co* * (n-f l)a.co*£na 

4. CO* a — CO* 2a COS Ja — + cos na = s • — — 2 

1 1 CO* i a 

Wird diese Reihe unendlich fortgesetzt, so ist: 
co* a — co* 2a -f co* 3a — = } 

5. *,»« + *i»3« + *i«5a-f *m7«-f sin na = * V ' ( ." + !) tt 

' 1 1 ' *m a 

Wird diese Reihe unendlich, so ist: 

*«i a -f *i» 3a -f *m 5a -f = \coseca und 

*m a — sin 3a -j- */» 5a — = 0 

i 11 - 1 1 1 sin (n-f 1) a 

6. CO* a -f CO* 3a -f CO* »a -f CO* 7a - -f CO* Ra = — g— j — 



2 */« a 
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Wird diese Reihe unendlich, so ist: 

cos a -\- cos 3a -J- cos 5a -j- = 0 und 

cos a — cos 3a -|— cos 5a — = \scca 

7. sin 2a + sin 4a-f-*m 6a -f- ...... -|- *« na 



*w { (n-j-2) a . *w { na 



8. cos 2a co* 4a 4- cos 6a 4- -4-co*na = 2 : — Li — ! — 

' * ■ . *wi a 

9. «Vi a -f- 2 *i/i 2a -f 3 */» 3a -j- -f n . w» na = 

*w na — n.sin\a. cos (n4-^)a 



2 «»* | a 



10. CO* a + 2 CO* 2a -j- 3 CO* 3a -|- ~f~ n • tta ^ 

n . *w | .v/'/i (n-f- ') rx — .r/V ] na 
2*W* 5 |a 

11. «V» a . sin p -j- sin 2a . */« 2p -\- *"» 3a . *w 3/3 -j- 4- W/I na • s * n "P — 

sin \ n . (a — p) . co*{ (n-f-1) • (<* — P) sin \ n . (a -f-p) • CO* | (n -f- 1 ) . (u-f-fl) 

"~ 2**»4(a — p) 2sin>(u+[i) 

12. cos a . cos p -f- cos 2a . co* 2p -{- co* 3a . co* 3p -j- -f- cos na . cos np e= 

_ *injn.(«— p).co*|(n+l).(«--p) *mln.(rx+p).co*Hn+l).(^+p) 
2'*/»J(a— P) 2«7»£(*4-p) 

13. *w» a . CO* P -f- sin 2a . co* 2p -f- -f- *//* na . cos nß = 

sin %(n-\-t) . (a-f-P) .*i/»| n . («-f-P) i *i/*|(n-f-l) • (« — p). *w ) n . («— -p) 
2*mi(a— p)> h 2*m»(«— P) 

B)l Snmmenformcln für die Potenzen von Bogeu, die in 
arithmetischer Progression stehen. 

») Allgemeine Ausdrücke. 

aa) Reihe der Sinns. 

Für die Summe einer Reihe von folgender Gestalt: 

sin m a -}- sin m («-f-q?) -f sin m (a-f- 2<p) sin m (a - j- no>) 

ergiebt sich folgende Formel :- 

_ sin \ m . (n -f- 1) cp . **/i m . («-{- J n«j»> 
2 m - 1 sm \ mep 
m . sin -'- (m — 2) . (n -\- 1) y . */» (m — 2) . (a-h< n< P) i • 
~" 2— »«Vi {(m— 2) 9 " 1_ 
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, . m . (m — 1) . sin | (m— -4) . (n-f-l)q>« sin (m — 4) . (<*-f~* ng>) 
' 2 m sin | (m — 4) g> 

m . (in — 1) . (m — 2) . sin \ (m — 6) . (n-f-i) 9 • sin (m — 6) . («-{~ { n y) 1 

3.2««»! (n— 6)9 

Der ganze Ausdruck ist positiv oder negativ, je nachdem ra eine 
gerade Zahl ist 

■ 

bb) Reihe der Cosinus. 



Für die Summe einer Reihe von folgender Gestalt: 

CO*"» a + COS™ (a -f- 9) -f CO*« («+ 2<p) + (* 4" n <P) 



_ j*/*!m.Kn4-l)9.cojm.(a-}--{-n<p) . 

45 = 2»"» «in j mep + 

^ m . «in ' (m — 2) . (n-j-1) «P « cos (m — 2) . (<*-}-' n 9> 1 
■T 2— *«uij(m — 2) 9 

. m . (m — 1) . .«'// ^ (m — 4) . (n-j- 1) <p . co> (m — 4) . (a-|~f n< P) . 
~r 2 m #i»£(ni — 4)<p 

. m.(m — l).(m-r2).«/n £(m — 6) . (n -f- 1) 9 » 0" — 6) .(a-\-{n<?) . 
"* 3.2 m «ui!(m— 6)9 



b) Summenfonneln für besondere aus den Potcnxen der Funktionen 
1 «,Va + ju,»2a+«m«3«+....+ «i»'n« = | n - ^L^>±i^ 

* 

ft * 1 ia 1 _ |4 1 1 1 1 *»» n«- cos (n-j-1)« 

2. co* a a-J-co* a 2oi-f~ co * "oa-J-..,. -J-co* *na = |n-j 2«*n — — 

3. «in* . cos a -f- «in* 2« . co* 2a 4" «in* 2a . co« 3« -f- -\- sin 9 na . co«a =; 

«in 4 na . co« (n-f- 1) a % na . co« f (n-f- 1) a 

4 J*n {• a 4«inf a 

4. «in a . co« 2 a -f-«ut 2a . cos 2 2a -{-«in 3a. cos 9 Za-\- .... -j-«wn« .cos 9 na = 
«in| (n-f-l)a.«u»|na | «in * (n -f- 1) a . «in | na 

4«i»£a ' 4««n|a 

5. «in 2 a . co« 2 a -{-sin 9 2« . co« 1 2a -f- jus* 3a . cos 7 3a -J- . . .. sin 1 na . cos 9 na = 



n sin 2 na . cos 2 (n -J- 1) a 
~ 8 8 sin 2a 
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' 4 ««{na 

ji'n | (n -f" 1) a • wi £ na 
4 **» | a 

7. ^a + e^2a + c^3a + ....4Wn« = iL!^^ 
sin * na . co j f (n -f* 1) « 



-r- 4 



SM l et 



8. sin*<x . cos cx-\-sin'2fx . cos 2« . -f- sin' 3a . co&3a -\- .... sin* na . cos na = 

sin (n-f-t) " • j/w na j/« 2 (n -f- 1 ) " • «V* 2 na 

4 CT/i a 8 2a 

B. *w a .co^a-j- f/» 2a. cos*%a-\- jr/7* 3a . ottf 3 3a -f- ....-j- sin na . cos*l*x = 
jw 2 (n-j- 1) a . w» 2 na . sin ' (n-f-1 ) " . sin j na 

sin 2c» «V/ j- a 

10. Jim 3 a . coj 3 a -|- $in s 2a . fo* 3 2a -|- a7« 3 3a . tröff 1 3a -|- .... -|- a'/// 8 na . cos* na = 

3 sin (n-f- 1) a . sin na Ji/i 3 (n -f- 1) a . .«« 3 na 
32 sin « 32 */» 3a 

1 1 . sin 4 a -J- * /«♦ 2a -j- j/n 4 3a -f- — -f- sm* n« = 8 2a — 

ji>/ na . roj (n -|- 1 ) <* i 3" 
2«i»a + 8 

12. c^«+^2a + ^3«+.... + «**n« = ™"«-^g(*+l>« + 



8 2a 

2*w« r 8 



, sin n« . «w (n -J- 1) a , 3n 
n o r 



XVI. Reihen für die Bogen und die trigonometrischen Funktionen, 
und für die Logarithmen dieser Funktionen. 



A) Reiben für Kreisbogen, dargestellt durch die zu diesen Bogen 
gehörigen trigonometrischen Funktionen. 

. . . sin* a. l.$.*in*a . 1.3.5.a/// t « . 1 .3.5.7. */«•« , 

1. arca = + _ + t 2 4 5 4- t 2 ^ 6 ? + 12 4 () 8 9 + 
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je / , cos* at , i .3. cos* a . 1 .3.5. co* 7 ^ , \ 
3. ^,=^-^a + — -f t 2 4 5 + t 2 4 6 ? + j ^ 

l~cofa , 1— co5»a t 3.(1 — cos 'a) 3.5.(1 — cos^a) , 
j | 2T3 1 UJ 2.4.6.7 h "* 

3. arax — tang a — * -. tang*a-\- \ ^tangpa — | . tang'a -j- }. tang** — .... 

4. arc a =r ^ — (CO* a — } . CO/ 3 a -|- *> . co/ 5 a — | . co/ T o -j- • • • •) = 
1 1 I 1 ' 1 t 1 1 I 



5. arca = 



CO/ a Zcot'a bcot s a 1 cof a ' 9cot*a 11 cot ll a 

* / 1 , 1 , 3 , 3.5 , \ 

2-fe + 2.3.^a + 2.4.5.^« + 2.4.6.7.^« + *---; 

a — 1 . sec>a— 1 ■ 3.(^^—1) . 3.5.(*?C 7 a — 1) ■ 
«?« ~ h 2.3..«rc s a' + " 2.4.5.*rc»a 2.4. 6. 7. *«r'a ' "** 



srr a 

11 3 3 *ö 

6. orc« =^^ + 07r^^^2T07c^ s ^ 

Zu 8 atz. Durch die Sintis der vielfachen Bogen, entsteht folgender merk- 
würdiger Ausdruck Tür den Bogen: 

{.arca — \.sina — { . sin%*-]-\ .sin 3a — \ . sin Act 

{Siehe Laaxdx Calc. differ. p: 75.) 

B) Ausdrücke für die trigonometrischen Funktionen, 
a) Durch Reihen der dazu gehörigen Kreisbogen. 
4 a* , a* a 1 . a* \ 



1.2.3 r l. 2.3. 4. 5 1 7 1 1 9 *~ 

= a + ilö a * - 5Ö1Ö aT + 36W a ' - 3991SIÖ0 + 

2. «*« = ^o+r^-i.a.s^.o.e+n^" - = 

= 1 -! a *+2l a4 -7V , + 4ok^ 
+ 479001600 a "~~ 

» , ' , a» , 2a* 17 a» f>2 «• . 1382 a" 



218 U a" , 929569«" . 
" i "3.5«.7.9M1.13' l "3«.5«.7«.9.11.13.15" t " ~ 
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. 1 a «• 2 a' a T 2a« 1382a»« 

4. co/a = J-J — K5-5X7""5SnCT"-y.5.7.9.11 - ^.7*Alt.l3"" 

4a 1 * 3617 a" 

"~3\5'.7.9.11.13"">.6\7».9M1.13.15.17~ ~~ 

- a — — «x 8 — rrr a 4 — a 7 — v a* — 



a •3 a -45 < ^-94Ä a "4725° 



t 4 i * , i 5 , . 61 _ . 1385 , . 

I 50511 a «. ■ .. . = 
M.2 .10 ^ 



4 I 1 » I 5 4 1 61 . _l 277 • I 



1, 1 i .7 ^, 31 , , 

127 , , _ 

" 1 "«.3.4.5«.6*.7.8. t } a ~" 

= ^ + 6 la +35Ö a '+l5^ö ai + 
Zusatz. Das Gesetz, nach welchem die Koeffizienten in den Reihen für die 
Tangente, Cotangente, Secante und Cosecante fortschreiten, kann aus den angege- 
benen Gliedern nicht unmittelbar erkannt werden. Um die Art, wie diese Koeffi- 
zienten von einander abkäneen, deutlich zu machen, denke man sich die 6 Reihen 
unter folgender allgemeinen Gestalt: 

1. sina = a — ha' + ca« — da' + ca» — fa»-f-.... 

2. rxwa = 1— pa» + y« 4 — «a* -f «»• — ^« IÄ + • • • • 

3. tangu = a + Ba»4-Ca»4-Da 7 4-Ea» + Fa««-f .... 

4. «>*a = i + B'a-f-Oa» + D'a» + E'a*4-F^ + .... 

5. «ra = l+B"a* + 0'a«4-D''a«4-E«a«-f F"a«° 

6. «WC a = i -|- B"'a -f- C'"a» + D"'a» + E'"a 7 + F"'a» -f . . . . 

So finden folgende Gleichungen rar die Koeffizienten der Reihen 3—6 statt, in wel- 
chen diese Koeffizienten durch die aus den Reihen rar Sinus und Cosinus bekannten, 
leicht gefunden werden. 

t Qq _ 
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Koeffizienten für die Reihe der Tangente. 

1. B ss j3 — b 

2. C = — y-f c + pB 

3. D = d-d + pC — yB 

4. E =a — *-fe + pD — yC + dB 

5. F = $ — f-|-pE— -yD-f-dC — eB 

6. G = — tj + g + pF — yE + dD — *C+# 

7. H s= > — h+pG — yF-J-SE — iD + ^C — t]B u. s.w. 

Koeffizienten für die Reihe der Cotangente. 

1. Bi = b — p 

2. C = — c-f y+bB 

3. D' = d — d-f-bC — cB 

4. E> = — c-f-e-f-bD — cC-fdB 

5. F' =s f — 4-fhE — cD-fdC — eB 

6. G' = — g + «j + bF — cE-f dD — eC-ffB u. s. w. 

Koeffizienten für die Reihe der Secante. 

1. B" ss p 

2. O = pB« — y 

3. D" = pO — yB«-fd 

4. E« = pD» — yC« -f «B« — t 

5. F" ss pE« — yb« + dC« — eB« + < n. s. w. 

Koeffizienten für die Reihe der Cosecante. 

1. Bw = b 

2. O" = bB'" — c 

3. D'" = bO' — cB"' + d 

4. E"' = bl>" — cO 4" dB'« — e 

5. F'" ss bE«' — cD«' -f <N>" — eB'" -f- f u. «. w. 

Das Gesetz für die Bildung der Koeffizienten ist hier durch die Art, wie die 
«Inen Fekloren in jeder VerÜcalcolumnc fortschreiten, deutlich zu 
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b) Hülfetafeln zur Berechnung der trigonometrischen Funktionen aus ihren Reihen. 

Bei Berechnung einer trigonometrischen Funktion, durch die angeführten Rei- 
len, bediene man sich folgender Hülfcausdrücke. Es wird hierbei 



dafs a = — . 90°, oder dafs a = — . % 
n n 2 



Hiernach wird sina = *» n (~ • 0 = 

-f - . 1,5707963267948966192313216916 
n 



. 0,645964M75062if>2536557565636 
n s 

+^ .0,0796926262461670451205055488 
.0,0046817541353186881006854632 

n 

+ 2£ .0,0001604411847873598218726605 
— ^ . 0,0000035988432352120853404580 



-f^. 0,0000000569217292196792681171 



m" 



l - . O/OOOOOOOOtM^ÖHSOar, L0981 1467224 



n 

»IT 



4- -^rr . 0,0OOOOO0OOOO(>Ob693573 1 100 1 950 

1 n 17 



— ~ . O^M)OOOO000O04377O654673137O 
-f- — • 0,<>0000000(H)0()0002571422892856 



. 0,000000000000000001 2538995403 



~h ^» • 0,000000000000(X)0000005 1564550 
. 0,0(KKXKKX)IX)(>0(KX)OOX)000181239 
+ hkt • 0^)O(K)O()O(K)O0OO(KrO0(KK)00O549 



Qq2 
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+ 

.1,2337005501361698273543113745 



+ • 0,2536695079010480136365633659 



— — . 0/0208634807633529608730516364 
n 



m» 



+ ^ .0,0009192602748394265802417158 

— ^ . 0,0000252020423730606054810526 
n 

+?ü ♦ 0,0000004710874778818171503665 

— ^TT • 0,0000000063866030837918522*408 

+^ . 0,000000000065659631 1497947230 

— ~ . 0,0000000000005294400200734620 
n 

+ ^ • 0,0000000000000034377391790981 
. 0,0000000000000000183599165212 



— . O^K)00000000000000000003115285 

+ 5^ . 0^)0(K)00000000000<)0<)00()010165 
n 

m 30 

— ^ • 0,000000()0000000(MM)OÜ000000026 
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j . (^6366197723675 

+ ™ . 0,2975567820597 

+ .0,0186886502773 

-f ~ .0,0018424752034 

4-5^ .0,0001975800714 

+ .0,0000216977245 

+ 2^.0,0000024011370 
m 1 * 

rh ~ir • 0,0000002664132 
+ —^0,0000000295864 
+ ^.0,(X>00()00032867 



+ 



0,0000000003651 



0,0000000000 405 



+ - .0,6366197723675 

t 

.0,3183098861837 



m 
4mn 



4nn — mm 



— - .0,2052888894145 
n 

— ^ . 0,0065510747882 



m» 



Ö450292554 



.0,0000202791060 



m« 



mim: 



12366527 



m 



1 1 



n 



-.0,0000000764959 



m 



— ^.0,0000000047597 



— ^-.0,0000000002969 



— ^.0,0000000000185 



m 



rr. 0,00000000000 11 



e) Ausdrücke für die trigonometrischen Funktionen durch Faktoren dargestellt. 
Nimmt man, wie schon früher geschehen, statt des Bogens selbst, sei» Ver- 



num Quadranten, welches durch ™ . ^ vorgestellt sein mag, so ist: 
. .in * m *A m*\ /. m 1 \ f. m* \ 
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(6n — m\ 
5iTTnV "" 



m * f n — m\ / n-4-m \ / 3n — m \ ( '.in -f- m \ f 'nx — tn \ 
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• ""iM =( 1 -S)( 1 "^)( 1 -^i)( 1 -4^) — 

m * / m \ /2n — m\ /2n-f-"A /4n — m\ /4n + m\ 

F 
• > 

n * 2 \ m y* \2n — m/ ' \2n -f- m/ * V4n — ro/ * V4n -j- 1 
m « / n \ / n \ / Jn \ / 3n \ / 5n \ 

s. src-.^ = ^; • vü+w • V3^=^; • Un-^; • i v 5^^/' • • ■ • 

m * n/n\/3n\/3n\/5nN 
6. co.*^- • 2 = m ' Un^fW • U^W * llrT+TnV * 

d) Ausdrucke für die trigonometrischen Funktionen durch Reihen der 

anderen Funktionen. „ 

aa) Reihen für den Sinus. 

4 1 1 . 1.3 

1. sin a = 1 — 2 • 005 a — 2~4* C ° — 2 4 6 ' 00 — •••• 

1 . 1-3 1.3.5 , . 

2. =s tanga — - .tang* a ^j^^ari^a — lang 1 a+.... 

3. = 1— |.co« J a4-i^.co^a~l^|.«>?»a + .... 

,11 11 1.3 1 

- l— — 2.4 •^"Ol'^"" 

bb) Reihen für den Cosinus. 
1 1.3 



5. = l-2'™ ,a ~0 ™" a "4T6 

6. = 1— i .tang'a + ^.tang»a — h£j.tang*a + .... 
_ 1 , 1.3 . 1.3.5 . , 

„ 111 1 1.3 1 
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cc) Reihen Rur die Tangente. 

I0 - s ^-( l "y-^ Ä -o- CM ' tt -& flM ''--"") 

H All 1 1 1.3 I \ 
11. = ,««^l--._- 0 .^_ 5 _._ j 

12 = 1 (j I 1 1 | 13 1 | ^ 

dd) Reiben für die Cotangente, 

13. cor« s= Jg~»(l — 1 ^ ♦ ffl» 1tt "^4' *ro 4 <* «— 2^4^ " s * n * ctm ~ '••••) 

14. a= «Wa + i.co^a4-^.co*»a + l^~ .cO* T a + .... 

lD - = ^•l 1 +2-^+2T4-^+2X6-^;+--'-; 

16. = c«^a.(l-i.^--^.^-~....) 

ee) Reihen für die SecanU. 

17. *eca = I + j-ww^H-j^'^^ + jV^**" 1 ' 0 

1 1 13 

18. = I+2 tang*a — ^.tang*a + ^-~*tang*a — ,... 

, , 1 1 , 1.3 1 . 1.3.5 1 , 

1 + 2 • + 2T4 • t^z. + 2T0 • +••• • 

ff) Reihen für die Cosecante. 
21. cwecass l+|.c^a + ^.«M 4 « + j-| : |' cw,a + ' '' 



20. 



22. 
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1 1 13 

23. cosec a = 1 + g • mt} ° — 2~4 * cot * a ~f~ 245 • cot * a — • 

1 1 , 1.3 1 1.3.5 1 



24. 



~ i +2's7c^ + tt'sec^ + ttZ's7c T a+'''' 



Anmerkung. Weitere Formeln dieser Art giebt eine Abhandlung von Jeaurat (Memoire* pre- 
tcntes A racad. da Sc. de Paris T. IV. pag. 537 — 31), so wie auch Schweina Geomctm 
zweiter Theil 1% — 319. 

C) Reihen für die Sinus und Cosinus der Summe oder Differenz 
zweier Bogen, durch die Bogen und Funktionen der einzelnen 

Winkel dargestellt 

. . , _ v . , ß . cos a ß a . sin a ß' . cos a . ß*. sin a . , . 

1. sm (*+ß) = + — T72T~ TiJ+rDl+ ++~ 

m . . . . ß. cos <* ß*.sina.ß?.cosa.ß*.sina 

2. sm(a-ß) = sm« j + + +.... 

. , „ 4 ß.sina ß t .cosa . ß s .sina . ß*.cosa , , 

3. cos(«+ß) = cos« j „^-—^—^ ++ ..., 

. ' , ß.sina ßt.cosa ß'.sina , ßt.cosa • , 

4. + — o T2T+OJ4+ ++- 

0) Ausdrücke für die Logarithmen der trigonometrischen Funktionen. 

1. Je*™« -Äf-M. (^ + ^^+-5^ + 5-^-1- 

"*~ 3». 5*. 7 . 9 . 1 1 + 3'. 5*. 6 . 7». 9». 1 1 . 13 + 3«. 5». 7« 9\ 11.13"+" 

3617 a" , \ 

" t "3«.5».7 , .9Vll. 13. 15.16.17"*" "") 

691a»« 10922a" 929569a« , n 

+ 5«. 6 . 7 . 9U 1 + 3 . 5«. 7«. 9U 1 . 13 + 3.5'.7*.9U 1.13.15.16 + "j 

o » 1 . m /«* 1 7a * 1 62a * 1 127a«< . 146a" , 

3. %tonya ^ + + ^ + + 3 4 >9 + l5vJM j + 

1414477 a" . 32764a" , 16931177a" \ 
T3W.7WU.13 3*.5V7\9<. 11.13"*" 5U*.5\7.9U 1.13.15.1 7 + "7 
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Anmerkung. M = 0,4349944819032518276611289189.... ist der Modul der gemeinen Logarithmen; 
bleibt dieser aus den Formeln wog, so erhält man die hyperbolischen Logarithmen der Funktionen. 

b) Ausdrücke für Logarithmen der trigonometrischen Funktionen, hergeleitet aus 
den Faktoren für die Werthe der Funktionen selbst, (siehe B. C.) 

1. log sin^ . | = logm + log (2n— m)+/o£(2n+m) — Zlogn + log* — logy — 

m* / 1\ m« / IN m« / IN 

2. log cos™ = log (n— m) + log (n+m) — 2 % n — 

-^.(A-i)-.g.(B-l)-^.(C-l)-.... 

Die Werthe für «, ß, y, d\..., in dem Logarithmus für den «S/w/j, werden 
durch folgende Reihen dargestellt: 

Die Werthe für die Gröfsen A, B, C, D...., in dem Logarithmus des Co- 
sinus, werden durch folgende Reihen dargestellt: 

A = l + i + l + l + .... B = 1 + 1 + 1 + 1 + ... 

r 1,1,1 1, n 1,1,1 1 , 

^ — 3i"r55"T*75"r9e"r---- " — 55 + 51 + 7$ -rgi + s- w. 

c) Hülfstafeln für den Gehrauch dieser Reihen. 

In folgenden Tafeln sind sämmtliche constante Gröfsen der beiden Ausdrücke 

für die Logarithmen der Sinus, und Cosinus, so zusammengestellt, wie sie in den 

1 m 
Grundformeln als Faktoren einer und derselben Potenz von — vorkommen. Man 

n 

hat also, um für einen bestimmten Werth von ™, den Logarithmus des entsprechen- 
den Sinus oder Cosinus zu finden, nur nothig, den Werth von — , in der angedeu- 
teten Potenz, als Faktor einzuführen. Die beiden ersten Tafeln geben diese con- 
stanten Faktoren des Sinus und Cosinus für die hyperbolischen Logarithmen (log. 
nat.J, und die beiden letzten Tafeln geben diese Faktoren für die Briggischen Loga» 
rilbmen (log. wlg.J. 

1. R r 
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aa) Hülfetafel zur Auffindung des hyperbolischen Logarithmus von dem Sintis 

m * 



des Bogens --.^ 



log. nat. sin ~ . ~ = log m + log (2n— m) + log (2n-fm) — 3 log 

— 0,93471165683043575410 



~ .0,16123351671205660911 
a 

— ^ .0,00257260105347306848 

— — . 0,00009032844783567260 

— ~ .0,00000398179316205601 

— ~ 1 0,00000019425295465196 

— ^ .0,00000001001328748812 
m 1 * 



— ^ . O/XKKHXX »0053404 135618 
— ~ . 0^)0000000002914859658 

— ^ . 0,00000000000161797979 

— ^ • 0,00(KMJO<)0000009097690 

55- • 0,00000000000000516827 

ii 

in** 

— — . 0,(HKMMXK>0OOf)O0( KW9607 



ixmihccc i:niri:i:i7iiriri 



^.^^^^^^1708 



. 0^MM)(K)0OJXK)00(JOOO009ü 



— ~ . 0,0000001 M)(Xj(KX)l)000005 
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bb) Hülfstafel zur Auffindung des hyperbolischen Logarithmus von dem Cosinus 

des Bogens ~ . £ 

m a 



log.nat. cw-.g es %(n— m) + log (n+m) — 2hga 



.0,23370055013616982735 



in« 



— .0,00733901580209602727 

— ^ .0,00048235888031404063 



,.79475632402982 



mihi k : 



m« 
n 

— ^ . 0,00000340827260896510 
n 

— ^ . 0^)0000031430809718659 



m 



14 



.0,00000002989150274450 



m 16 



— ~ . 0,00000000290464467239 
n 

— ^ . 0,00000000028682639518 
n " 



m 



?0 



« • 0,00000(MXK)(I2868076974 



n so 
m" 



— ^ . 0,00000000000289697956 

— ^ . 0,OOW)<)000()0QO29506024 
n** 

— ^ . 0AKK)000O0OO0003026249 



n" 



iKiiciiiiiimiucccGi 



312232 



— — . 0,00000000(K)0000032379 



Rr 2 
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cc) Hülfstafcl zur Auffindung des Briggischen Logarithmus von dem Sinus 

m 
n 

log.vulg. ««^.| = %m + %(2n— m) + /o£(2n+m) — 3/og-n 

-1- 9,59405088570219026861 



— ^ .0,07002282660590192014 
— ^ .0,00111726644166184613 



— — .0,00003022914645391834 



u 8 



— 77 • 0,00000 1 7292 7079836059 
0,00000008436298629875 



n ,w 

— ^ . 0,00000000434871550180 
n 

— ^ . 0,00000000023193121410 
n 1 * 



IÄ . 0,00000000001265907465 
70267969 



n" 
m 10 



XI IM 



51077 



m 5? 

— — . Or900«X)00000000224435 



in'« 



— -^z . 0,OO(XKM)O0O0fH)00012858 



n" 
in" 



lÄHtiuinjuiumiiniiiiiiici 



738 



— ^» • 0,00O0O0OUO(XMXKX)OOO43 



~ . 0,00()00(X)0(>00000000002 
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dd) Hülfetafel zur Aufsuchung des Briggischen Logarithmus von dem Cosinus 

n m * 
eines Bogens — . ^ 

m * 



.vulg. cos^-l = ^(n-m) + %(n4-m)-2^n 



.0,10149485934189280353 

n* 

— ^ .0,00318729406545107231 



_ÜL. .0,00020948580001741893 



. 0,00001684834859830743 



148019398689554 

ta 



m 1 * 



K I II 



IXIIIIIIIII 



)13650227222565 

— ^ . 0,00000001298171473773 
n u 

. 0,00000000126147115311 



, "" ^12456712069 



n" 

— ~ . 0,0000000000 1245590006 



— 2£ . 0^)0000000000125814224 



n 



m 4 * 



nmiLiiixm 



_™. 0,0000000000012814304 
n 24 



1314283 

— ^ . 0,0C)0O0()O0000O()O135726 
— 0,00000000000000014062 
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d) Reihen für die Logarithmen der Sinns und Cosinus der Summe oder 

Differenz zweier Bogen. 

, 1 4- 2 COS 9 a "| 

m 

.,- 1+2*1*'« , 1 



XVH. Reihen für das Verhältnifs des Durchmessers eines Kreises 
seinem Umfange, und für den Logarithmus dieses Verhältnisses. 



für x, wobei der Durchmesser des 

= 1 angenommen ist. * 

1. « = 3/14159 26535 89793 23846 26433 83279 50288 41971 69399 37510 58209 

74944 59230 78164 06286 20899 86280 34825 34211 70679 82148 08651 
32823 06647 09384 46095 50582 261^6 ... . 

2. lognatx = 1,14472 98858 4940017414 342 

3. log wlg *- = 0,49714 98726 94 133 85435 126 

Anmerkung. Ueber die Annlherungswcrthe in kleineren Zahlen, und Jtllc auf die Kreurechnuiu 
■ sonstige Formeln und HiiU'szahlen, siehe lste Abtlicilun», Ister Abschnitt, VII. A s. 



Reihe von Mechin. 

I 

1. it = 16(^-^4-^- J^~....) 

a[JL J , L J_ \ 

\239 3. 239* 5. 239* 7.239* "7 



Von allen Reihen für * diejenige, die am schnellsten convergirt. Sic entsteht aus 
der trigonometrischen Gleichung: 



arc 45° .= 4 arc fang ^ — arc fang ^ 
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Reihe von Leibnitz. 

2. * = 4(l-j+i-i + |—^ + ....).oder in einer anderen Gestalt: 

Reihe von Newton. 

„ 2K3 21/3 ,21/3 2J/3 . 21/3 ... , „ 

3. * = — XT + 5lF~* T^"*"^ - ....oderinemeranderenGestalt: 

Ä 3(o^577T9 r ^"9.11.9'"*"l3.15.9»+17.19.9«"^ ,, *)* ,/I2 

Reihe von Euler. 

( J La. J La. J 

, Jl»2 3.2 J " r 5.2* 7.2» "^"9. 2* 

W.3"~3.3*"t*5.3» 7.3' "^9. 3» 
diese Reihe entsteht aus der trigonometrischen Gleichung: * 

arc tang 45° = a/r /ewig- i -f" flrc " ' fl/2 o j 

31/3 31/3 ,31/3 3^/3 ,31/3 31/3, 
5. * = ~j ~2 I 4 5 h 7 § I-"" 

21/3 2|/3 ,21/3 21/3 ,21/3 21/3 21/3 



'• 9 Ä + 5 5 + 7 5 " t "TP" t "l3 3 ' t ';- 
diese Reihe hat xu Nennern' die Quadrate aller ungeraden Zahlen, welche 



Reihe von Wallis. 

« 2. 2. 4. 4. 6.6. 8.8.... 
8 * 2"" 1.1.3.3.5.5.7.7.9..-.. 

S 1+ 3 ; + ^^'" , "7"'+^" ^ " , ••• f 

10. * = 2 1 j j j ^ 1 > 
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11. * = 4 



« • • « 



l 1 3* + 5» 7«+9» 

( 1 2 3 4 \ 

0!3 I + 57773* + 00 J +13.15.3<+ , ' , 7 

Reihen von Vega. 

26 58 90 122 , 154 , 

3.3»"t"5.7.3 I_ * 9.11. 3""** 13. 15.3" 17. 19.3'» 



14. * = 8 
dieselbe Reihe in einer anderen Gestalt: 



73 , 169 , 265 , 361 . 457 , 
3^ + 5T7^ + 9TTT?7^ + 13.15.7" + 17.19.^" f 



J 2 (i"^V + 5.V~7T3' + 9T3 5 ""--*)r 
la. * s= 4 < ^ t j j 4 > 

( + 7^^^5T7~*~7T7^ + 9T7 i ) 



arc 45* = ort lang 2 «rc /a/wr j 

.kG" - ^7~« + 5Tf* Ä 7T7 7 "^"f^7 ^ + ••• , ) 

W 3 38 4--* 3T 4- 3 ' ^ 

V \79'"03 5 " r 5.79 i 7T79" T " t "9T79 ? "~' ,, 7 

diese Reihe entstellt aus der trigon&metrischen Gleichung: 

1 3 
arc 45° = 5 arc fang - -j- 2 arc /an » ^ 

17. * = 12(^-3^+ -^-J^-j-....) 

+ 4 (l799 379<F ~" 7799^ + ' * " 7 
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U.10 3.10 J ^5.1Ü S . TTlS 5 ^""/ 

4 (l74l ~ Ol 5 + Ol* ~~ T~JV ' * * *) * 
* n a/j i 1.1 | 1.1.3.3 | 1.1.3.3.5.5 . \ 

19. * = 2 l 1 + 0 + ÜT5 + 2.3.4.5.ö.7+-J 
oa ,U 1 , 1.1.3 .3 1 ,1.1.3.3.5.5 1 . \ 

21. « = 3.J/3.(l -|-3 + ^.3« — y.3» + ....) . 



8 24 48 80 120 
22. * _ 4 -9- 2 5'49*8ri21 

9* „ _ o * 16 36 64 100 



24. Ä = 4.(l+i-i-i + i-fi^^-^ + ....) 

1 

wenn die Sehne des Quadranten (= ^ ■ 1/2 des Durchmessers) zur Einheit ange- 
nommen wird. 

« 

b) Ausdrücke für den natürlichen Logarithmen von s. 
1. loknat« = logi — 1.(1 + ^ + ^ + ^. + ....) 

-[■ö+*+i+B|r+--) 

Ä ^(^2^ + 49 r "^81 3 ■^"• ,, •) 

+^•(^' + ^6 7+ 5o T +o4 7+,, ••) 

> + j(^ + lr7 + 3V + Bl r+ "") 



S s 
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4 



c) Ausdrücke für die Grufre des Quadranten durch die V 

oder mehrerer Bogen. 

1. arc 45° = arc tang ^ -4- arc tang^ [ 

1 ' 4 

2. arc 45° = 2 arc tang j + <w tang y 

1 5 

3. arc 45° mm 3 arc ^ + arc faifff 

4. arc 45° = 4 arc /a/i£ - — arc tang ^ 

1 1 

5. arc 45° ss 2 arc tang -^ — arc /a«^- 

- 

6. arc 45° = 3 arc tang ~ — arc tang 

7. arc 45" =s arc /a/i£ ^ + 2 arc tang ~ 

1 2 1 

8. arc 45" = 3 arc tang y + 2 arc razi£ j| 

1 3 

9. arc 45° = 5 arc tang =- + 2 arc tang ^ 

1 29 

10. arc 45° = 7 arc /a/ig- j — 2 arc tang ^ ■ 

11. arc45° = 8 arc tang ^ - 4 arc /«ng^ ^ — arc tang ± 

Brounker's Reihe für das Quadrat des Durchmessers* wobei die Fläche 
des Kreises als Einheit angenommen ist. 

1 + 1 

2 + 9 

^ + 25 

2+49 

2 +81 

2 + u. s. w. 



• ; 
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XVm. Trigonometrische Gleichungen, 



A) Erste Abtheilung. 



Gleichungen, welche kein ron trigonometrischen Funktionen unabhängiges 

Glied 



Allgemeine Formen: 

a) \F(«) = BF'(a) d) \F(a) = BF'(*).Fi'(a) 

b) AF*(a) = B F' (o) e) AF*(a) = B Fi (a) . F" (*} 

c) Af(«) = BF"(«) 0 *F(«).Fl(a)=:BF»(*).F»>(a) 

' «) Form: KF(a) = BF'(a) 

Gegebene Gleichung: Entwickelte Gleichung: 

ß 

1. A sin a = B cos* tang * = ^ 

* " B 

-j-Aii»a = iB«M« tanga = — ^ 

2. Aiino = B/<wf « cos <* = £ 

B 

A a = ± B a cos a = — - 

3. A»»a = B«»« ro<a = -B ± yTg) 

2B 

4. A siw a = B«fa • s/n 2a = — 

A 

+ A sin a = ± B a sin 2a = — 

5. A sin a ss B cos«; a sin a = j/Tr) 



A sin a ss ± B cosec a sin a = ]/ (— |) 



Ss 2 
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Gegebene Gleichung: 

6. A cos a = B tang a 

+ \cosa = ^ B tang a 

7. A cos a = B cot a 

+ Kco*a = ±Bcot« 

8. A cos a sx Bseca 

^Acosa = ±Bi<ca 

9. Acosu st B cosec a 

^ A cos a = + B CO^c a 

10. A tang u = Berta 

A a =e HhBco/ a 

12. Ktangu = Bcwfci 

« 

IX A cot a = B sec a 



sin a 



«n a r= 



Entwickelte Gleichung : 
— B±l/{iA} + B>) 



2A 



B±l/(4A'-f-B') 
2A 



* i 



B 



2B 

T 



°B 

a = ]/(-*) 

B 



5/« OL 



— B-f j/(4.V l -fB ! ) 
ro*a = ^ ^ ' 

■ - 

B±]/(-*A'-fB«) 



= 



Gegebene Gleichung: 

14. A cot * = B cosec o 

^ A cot cosec * 

15. A sec a =r B co^^c a 

. qp A tt = + B «wcc « 



Entwickelte Gleichung: 
B 

B 

I 

B 

tätig a = ^ 
toiig-a = — 



B 



b) Form: Af(«) = BF'(«) 

Entwickelte Gleichung: 



1. A «iV a =s B cos et 

^ A sin 9 a = £Baw« 

2. \sin*a = B fang « 

q: A *»* o = ±B tang « 

3. A «»* a z= B cot a 
qpA«Va « ±Bco/a 

4. A sin* a =z Bsccm 
^A«Va = ±h$ecuL 

5. A a = B cosec * 

+ A sin 9 a = ^ Bcott C a 

6. AcOS*a =3 B*l«a 

A cos 9 u = i B « 



— B + VW+15 
aas 23T 



CO.? a 



B 4:|/(4A ; -f-^') 
2B 



«M 2a = 



mn 2a = — 



2B 



CO/* a -|- cot a — g = 0 
COt* a-|-CP/a-f-g = 0 



B 



COS* a — CO* a -f- ^ = 



0 



B 



«w'a — CO*« — j = 0 



a 



sin a 



Sin a 



_-B±V^4V + B) 



„• „ „ B + 1/(4.V + B-) 

*" — 
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Gegebene Gleichung: 

7. A cos* a = B tang a 

+ A eps 1 a — ±_ B tang, a 

8. A cos* a = B cot a 
Zfkcos*a = + B cot & 

9. Acw 3 « = Bf« a 

* 

r 

+ A cos* a = j;B sec a 

10. Acof'a = Bcosrca 

^ A COJ* a = ± B COSCC a 

11. A a = B ji/i a 

^ A /ang'* o = ±Bii»« 

12. A /ang* a =: Bcw« 

+ A fflr/Jg-* a = +B cos a 

13. A tang* a = B cot u 

■ 

3: A tang* a = ± Bro/ a 

14. A <owg-« oc = B sec et 

+ A tang* a = iBwa 



Entwickelte Gleichung: 

A 
B 
A 



/<wag*a-f tanga — g = 0 
sin 2a 



2B 

T 

• o 2B 

l» 2a = r- 

A 



COS Ct 



VW) 



«V a — »Vi a -j- ^ = 0 

• 1 B n 

a — sina — ^ = 0 



si n a 



sin (x. 



— A + l/(4B a 4- A 2 ) 
= 2B 

_ A±V(4B» + A») 



CO* 3 a -f-gCO**« — g = 0 

«"*<» — g «»'<"+ g = 0 



tanga 



KP!) 



— B + 1/(4A*+B>) 



cos « 



B + ]/(4A : -fB') 
~~ 2A 
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15. A tantf a = B cosec u 

A lang* a = ±B comcl« 

16. A cot* a = B #m « 

A CO** a = i B Stil a 

17. Acot*a = BjXW a 

^ A CO/ 1 a s^Bcw« 

1*. A co* s a = B lang a 

qiAco/ 5 « = ±Btanga 

m 

19. Aco/««s=B«c« 

4: A cot* a=»fB«c« 

20. A cot* a s= B cof«: a 

^ A CO** a = C09CC a 

21. Asec*a = B««a 

■ 

Hh A fcc 1 a = :f B sin öl 

22. A sec* a ss B cos u 
^Ai«r»o = ± B cw u 



cosa = 



— A ± + A') 



2B 



a — 2B 



CO* a 



KFD 



0 



B ^ 1 B n 
ros 3 a — ^ CO* " Ä" 5=1 



— B + 1/(4A' + B') 
wna _ =— 5^ 



B + 1/(4A S + B 4 ) 
sin* a-Jwa + g = 0 



cos « = 




.Joogle 



Gegebene Gleichung: 

23. A sec* a = B lang « 

-fKset*a = ±Btang* 

24. ksec % * = B co/ a 

^Awc'a ss i B CO* <* 

25. A *cc* a = B cosec a 

■ 

+ A sec 2 a =s + B cosec c* 

■ 

26. A cosec* « = B jm a 

^ A COäJC* a = iB«Ba 

27. A cowc* a = B coj a 

+ A awcc* a = ± B «m a 

28. A cofcc* a = B a 

A COsec 1 a ss ^Bfoflg-a 

29. A coäbc* a ss' B coi a 

+ A «w<rc* a = ±Bcot<* 

30. A cosec* a = B seca. 

+ A co*cc» a = -fcTJ *ec a 



»«2a 



Entwickelte Gleichung: 

2A 
"B 



2A 



sin 2a = — 



CO/'a — gCO/'a — g = 0 

A A 
CO* J a-|- gcof'a-f-g ss 0 



#i« a 



-A±V(4B» + A«) 

3 



sin a 



sin u 



-VW) 



cor* a — COJ a g = 0 
A Ä 



COSta — COS a — 



B 



fang** — g/an^a — g = 0 
/a/i^a-J-g/aii^a+g ss 0 



a/'n 2a ä 



2A 



8ns:- 



2A 



co* a 



— A±V(W+ A') 



1B~ 



a^vw+ä^ 

25 
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c) Form: Ai^(a) = BF"(«) 

Gegebene Gleichung: Entwickelte Gleichung: 

1. \sin*a = Bco$*a tang*=\/ r (^j 

+ A sin* « = ± ß c o** « lang « = |/^(— x) 

2. A u = B ta//«^ « cw « = 

+ A sin* ol = ± B « cm u 2= ]/(— 5) 

3. A«« ! « = Bco/*« ««« = K V, . - K 2A Z — V 



= |/( B±K(B^ 4ÄBj) 



+ A sin* « = ± B cot* « */*« « — r \- , JA - 

4. A sin* ol = B *rc' « 2a = 2 ]/(f) 

+ A*/Va = ±Bscc*a sin 2a = 2 ]/(—?) 

5- A ««* a = B coatc* a « = V^(x) ' « 

4: A jwi» « = ± B co^c 1 a sin « = ]/(~f) 

] / (— B -f l/(4ÄB^f 

6. A cos* u = B lang* a « = K ^ ~ > 2 A / 

l//B + |/(B 2 — 4ABA 
^TAco^a = ±B/fl»5- s « «wa = K V""**" 2X > 

7. * XCOS** = BOT/'« «*« « = 

+ Aaw'a = ±Bco^« «Vi a == 

Ti 



1. 
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8. A cos* a = B j*c* 



— 330 — 
Gegebene Gleichung: Entwickeitc Gleichung: 

9. A^a = B «>«r l a s in 2« = 2 }/^(|) 



10. A tang 1 a = Bco/'a /«/ig- a = ]/ ^ 

4 

+ \tang*a = ± B « tanga 5) 

11. A /a/i#' a ss Bwra ,/„ a ^ 

^ A a = ± B « */» « = j^) 

12. A lang* a .= B «wc 1 « « = ]X (- » ± FpÄB -f- ti^ 

+ A /an^a = ±Bw^a w «a = ]X( B ± V^' -- 4AB) ^ 

« " 

13. A^asBi«*« cosu = ]/ ( - B + + 4AB) j 

TAa<'« = ±B^ a - )/( ^l/(>--4AB) j 

14. A«»/'a = Ba)^« CO^«=:|/^|) 

+ Aco/*a = ±Bcosec*<x C ös « = J/(— f) 
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Entwickelte Gleichung: 

15. Ksec 1 * = Bcosec*« fang a = ]/^(f) 

A a = ±B cosec 1 a fang a = |) 

d) Form: Af(«)s:BF' («) . (at) 
Gegebene Gleichung: Entwickelte Gleichung: 

1. AiiVia = Bcosa.ianga A = B 

2. A.vm« = Bcosa.cot« *««S«=]/(f) 

ZfKsina ±B cos a . cot a ianga =]/(—") 

B 

3. Am« s= Bcosa.seca sm a = ^ 

B 

-B4:l/(4A'-t-B') 

4. ksina = B co* a .cosec a cos « — =-» 2A 



B + ]/(4 A'-f-B T ) 

qiAima = ±Baw«.COWC« «W« = — 

■ 

B 

5. A sin a = B /<w# a . co/ a «/» a = ^ 

B 

^A«na = ±Btanga.cota sm* == — X 



6. A sin o = B fang a.seca cosa 



K(-I) 



+ A*7ia = ±Btanga.seca cosa 

2B 

7. A sin a s=s B a . ««« a *» 2« — £ 

2B 

^1 A */n a = ±B /anf « . cosec a *m2a = — 

Tt 2 
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* # 

Gegebene Gleichung. Entwickelte Gleichung: 

8. A sin « = B cot a.seca sin a s= (![) 
+ A s in a = + B cot a . sec a sin a = ^) 

9. A sin a = B cot ot . C0J<?C a CO/»a -f- CO/ a — ^ = 0 

^A«ffO = ± B COt o, . «WCC a CO**a -f- «>' a + g" = 0 

ß 

10. A «'» as=BKC«. C6WC a COJ 3 a — COSu-\--f = 0 



A 

-f. A a = 4; B w a . eewe a «w* a — «w a — ^ = 0 



11. A COS a = B sin a . /ä/ig- a /CTW£ a = J/Y^ 

+ A CO* a =? ±B Wia. /awg- a /a/*£ a = ]/ (~ g") 
* 12. A cos a = B sin a . co/ a A = B 



13. A cw a = B a . sec a « = — K ^ — - 

4- A co* a ss + B jm a . jcc a stn a, s= — r ; ! 



B 

14. A cos a = B a . eewe a cos « s= — 



2A 

A 



A cos a = 4: B sin « . cojcc « cos u = ^— — 

ß 

15. Am« = 11 a.cot a , tW a = 

B 

^ A COJ a = 4; B /«7I# ol. cot a COS U = — ^- 

16. A co* « = B tang a , sec a .lang* « + /o//^ c* — ^ = 0 

\ 

4- A cos <x = + B fang a . sec « fang* a + « + jj = 0 
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Gegebene Gleichung: Entwickelte Gleichung: 

17. A cos a ss B tang a . cosec « cos * = (^) 

TA — ± »*^ KFS 

18. A COS a ss B COt a . SCC a M0 2a ss — 

A 

2ß 

-f- A co* a = + B co/ a . sec a s in 2a = — 

1?. A COS a ss B cot a . cosee a sin a = |/^(^) 

4^ A cos a ss ± B cof a . cojcc a jiw a = |/^( — ^) 

B 

20. A cos a = B sec a . co«cc a jri« 3 a — */« a 4- T = 0 

A 
jj 

^ A CO* a == + B *ec a . cO*CC a a — */« a — = ü 

21. A /a/ig' a = B«>ia. CO* a co* a = j/'^g^ 

A /rwi£ ol <=. + B */« a . co* a co* a = }/(— g) 

22. A /a/zgr a = B */» a . cot a *//ia = -A + l/(4B' + A') 
^Xtanga = ±B*m«.co/a *„« = A^KCW + A^) 

23. ' A /ang- a = B sin a.seca A = B 

B 

24. A tang a = B sin « . co*cc a /a/?°- « = - 

A u = +ßfi»a, cojcc a /ang- a = — ^ 

\ a 

25. A tang a = B cos « . « t-o* 8 a + jj co**a — g = 0 
^ A io/l^" a s; + B cos a . coZ a co** a — g c©#" a -}- g = 0 
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Gegebene Gleichung: Entwickelte Gleichung: 

B 

26. A fang a = Bcosa.seca tang a = - 
4! A tang a = ^ B cos a . sec * lang a = — - 

27. A fang a = Brösa, cosec a fang a = ]/ (^) 
^ A fang a — ±Bcwa. «wec a /«ny a =r \^(— J[) 

28. A/a^a = B^a.^a co , a = =ß±K^±55 
+ \tang* =s ±Bcota.seca cos* = P±K(4A'-fB») 

B B 

29. A a = Bcota. co*«r a a Ä a — Ä = ^ 

B B 

A /a/J^" a = B cot a . rom o sin' a — — sin* a -j- ^ = 0 

30. A f ang a =s B sec a . cosec a sin a == (5) 
^ A fang a s= ± B sec a . *wcc a sina = J/^ — ?) 

31. A cot a = B «n ol. cosa sin a = }/ Vg) 

A CO/ a = ^Bsina.cosa sin a = J/ ( — g) 

32. kcota = Bsina.tanga sin 3 a -f g«V« — g = 0 

■ 

IpAro/a = j;B<«ia. /fln^ a ««»a — g sin* a -{- g = 0 

33- A CO/ a = B «tu a . SCC a cot a = |/^ ^) 

1f kcota =z ±B sina. sec a cot « = ]/ ( — 
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Gegebene Gleichung: Entwickelte Gleichung: 

B 

34. A cot <x = B sin a . cosec a cot a = ~ 
^f- A COt ol = ±B««a. CO*ec a co/a = — ^- 

— A + 1/(4B* + A 2 ) 

35. A co/ a = B cos a . tanga cosa =z Bfe ~3T ' 



2A 

-r-. li» , A ^ |/(4B a -f- A*) 
^A cot u = ^B cos a.tang o <* = — r ^ — ! 

B 
A 



B 

36. Awfa = Bcwa.«ca CO/ a = j 



ß 

^A«Xo = ±Bco*a.«ca CO/ a = — j 

37. A co/ a =s B «w <* . co*«: a A = B 

B B 

08. A co/ a = B lang a > sec <* cos* a -f ^ «w a « — ^ = 0 

B B 

A cot cm. =s ± B lang a .sec u cos 3 a — £ co* a a -j- ^ = 0 



— B±l/(4A a 4-B) 

39. A cot a = B /a«# « . cwrc a «» a = ! 

_ , B + 1/(4A * + B») 

A co/ a =■ ±B /«/»£ a . cosec « *m a = ^ r ^ — ! 

40. ACO/« = B5CC«. cosec a cos a = ]/ (?) 

A CO/ « = ± BfCC a . tO*CC a CO* a = ]/^(— ^) 

41. A sec a. == B sin a.cosu sin 3 u — sin a + ß = <> 
^Xsecu = ±B «V* a.cos* sin 3 a — sin a — ^ = 0 

42. A 5CC a = B sin a . fang u a 
T A sec . = ± B sin « . ^ ^ ^ 
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Gegebene Gleichung: Entwickelte Gleichung: 

43. A sec a = B sin a.cota cosa = J/ ^ 

If A sec a = 4; B sin a . co/ a cosa = 

44. A c « = B j/'// e* . cosee oc cw tt = ^ 

"^■Ksec a. = 4; B .«« a . cosee a cosa = — ^ 

2A 

4ö. A«C« = B COS a . fang a sin 2a = 

2A 

4- A sec oc = + B cos a . lang a sin 2« = — ^g- 

46. A sec a = B cos * . co/ a tn/ig 3 u -f- fang" « — ^ = 0 

B 

-f. A sec a = ± B cos a . cot a tan >? u -\~ taug u -j- - = 0 

■ r 

u — A4-]/^ß 2 + A s ) 

47. A sec a = B cos a . cosee a sm a = ~ <2ß - — 1 

tf. A sec a = + B cos a . «w<v « s/« « = ^ ~ A ^ 

48. A«casB a.cota cosa = g 

+ Ai«m = + B /o«£ a.cota cos a — — ~ 

49. A sec a = B fang « . cosee a A = B 

50. A seca = B cot a. cosee a lang a = |/^"( 

A sec a = Hh B cot a . cosee « lang a — \^ {~~ ^) 

51. A C05fC a = B sin a . cos a cos 3 a — cos a -f- g = 0 

A 

^ A cosee = -f" B s/w oi . co* a cos* a — cor a — = = 0 
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Entwickelte Gleichung 
B 

52. A cosec a = B sin a. tang a cot 9 a -f- cot a — ^ = 0 

^ A cosec a = -±Bsina. tang a cot* a-\- co/a + j = 0 

2A 

53. A cosec <* z= Bsina.cota sin 2« = -g- 
^ A cosec a = -^Bsina.cota sin 2« = — ^ 



54. A rcwcc a = Bsina.seca rosa = ^ 2 b 1 • 

A± VfilFTT 5 ) 

^A«»i«;« = iB«»a.ia« co*ot = 2B — 1 — ~ 

55. A coseca = B cos a . /«t»£ a «n a = |^(g) 
If A co^c« = ±Bcosa. tang a sin « = g) 

56. A«wca = Bawa.cofa co*a=]/(g) 
If A cosec * = +B cos a . cot lx cosa =. j/^— g) 

57. A coseca z=z B cos a . sec a sina = g 

. ^ D . A 

A «wc a = ± B «>* a.seca sm a = — g 

A 

58. A cowc a = B a.cota «n«=g 
IflAcowca = + Bte7#a.C0*a «V, a = — g 

59. Kcoseca s B /<wi£ a . /angfa = ]/ (g) 

qp A co* « = ± B tang a.seca longa. =V^(~b) 

60. A cosec a = Bcota .sec * /LsB 
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e) Form: A F 4 («) = B F> (a) . F" («) 
Gegebene Gleichung : Entwickelte Gleichung : 

1. A «»• a as B CO* « . /O/lg' o *//» ot =r — 

B 

i A *in* a = B co* a . tang a sin* =: — - 

2. A sin* a = B cos a . cot a sin*a -f 5- sin* a— - = o 
4: A sin* a = ^ B cos a . cot a sin 3 a — ^- j<V o-j-^- ä Ö 

3. A sin* a = Baio.wca sin a = J/*^5.^ 
+ A sin* a = co* a • sec a sin a es J/^ — 

4. A *m* a = B cos a . cosec a cot* a cot a — g- = 0 

B 

A 

± A «w* o = If. B co* a . cosec a «>f» a + CO* a -f g- = 0 

5. A «n» a = B tang a.cota sin a = 

4; A «n'o = ^ B /aw# a.cota sin a = |/ ( — 

6. A mV a = B /a/ig- o . sec a sin* a — sin a -\- — = 0 

— B 

•4* A a = -J- B /a«j^ o . scc et sin' a —~ sin a — . = 0 

u 

7. A sin* a = B tang a . coseca. , cos* (* — cosa-\~— — 0 

A 
i» 

± A */«» a = -j-B /a/igr u . roicc a co** « — cojt a — -j- = 0 

A 

3 

8. A*m'« = BcofÄ.*cca W« a = 

3. 

±A*m»a = ^Bcota.seca sina = \^ j-) 
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Entwickelte Gleichung: 



9. A sin 1 Ol =s B cot a . coseca 

■ . 

•> 

4; A sin* « = ZfBcota. cosec a 
10. A sin* a = B sec a . cosec a 



B 



COS* a — 2 CO*» a — — cof <* -{- 1 



co j 4 « — 2 co* 5 



B 



B- 



j/rt« a — s in* a + = 0 



Hh A sin 1 « = ^pB sec a . coseca sin* a — sin* a-|-— = 0 



11. A co* 4 ot = B sin a . a 

A CO* 2 et ss ^B«'na. fo^g" « 

12. A CO** a = B */>» a . cot a 

+ A co*" a = sin <* . cot (x 

13. A co** a = B^a.Kca 

± A co** a = ^ B *//? a . *ec a 

v 

14. A co** a = B sin a . cosec a 



15. A co** a ss B tang a .cota 



16. A co* 3 a = B tang a . sec * 

± A co** a = + B i'a/ig' a.seca 



B B 

CO** a -|- — co** « — -r- = 0 



Ä 

. B.B 

co*" a — ^- co** a -f- — — 0 

co*« = * 

B 

CO*a = _ 5 - 



i A co** a = -f-Bano. co*«c a co* a 



+ Aco**a = 4- B a.cota cos 



tang* a -f- tang a — ^ = 0 

A 

/on*s a + tang a + _ = 0 

-=K(=!) 



B 



sin* a — 2 */«* a — ^- sin a -j- 1 = 

Uu 2 
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Gegebene Gleichung: Entwickelte Gleichung: 

3 

17. A cos 9 a = B tätig a , cosec ä etwa = j/^^"^ 

± A COS 9 a = + B /awg- a . CO.WC a «wa s j/ ^ — 5^ 

18. A co** osBcoia.wc« t «V o-wio-f j- = 0 

19. A cos 1 a = B co/ « . cojcc a cos* a — cwo-f- - = 0 

+ A cos 9 a = B cot a . cof<rc a c©*' a — co* a — j =s 0 

B T 

20. A cos 9 a = B «c a . cosec a etw* a — cum* a -j- — 0 



A* 
B» 

+ A CO*' a = -f- B *cc ot . c<M<rc a «w* a — nw» a -|- — = 0 



ß 

21. A fang 9 a = B sin a . cos a tang* a tang** — ^- =x 0 

ß 

± A « = ^ B a . co* a /äug 4 a -f- fang- a -j- = 0 

A A 

22. A tang* a = B sin a . cot a cox» * + ß- « — g- = 0 
i A /fl/Jg-' a =s ^pBsina.cota cos* a — ^ cw' a g = 0 

- 

ß 

23. A tang 9 a — B sin a . sec a tang a z= — 

ß 

-f- A tang 9 a = Bfioa. jcc a a = — — 

24. A fang 9 a = B sin ct. cosec « tang a = ^^(x) 
i A tätig 9 a = r^B *«i a . cosec <* /<W£ a = J/ ^_ ^ 
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;: Entwickelte Gleichung: - 

25. A tang* a = B cos a . cot a *w«a — g^m» a— 2 wi» a-f 1 =s 0 

A 

±Kta/tg*a = qiBcwa .co/a sin* a + g- «V a — 2 #//»» a -f- 1 =x 0 

2 , ^« = b™ —-Kg) 

27. A tang-* a = B oo; a . «WC a /angra = J/ 

s 

+ A<a»£*a = ^Bcosa .coseca fang a = ^— ?■) 

B B 

B B 

29. A /a»$* « = B oo/ a . cosec a ccw* « — j cos* a — 2 om* a + 1 =s 0 

B 

+ A tang*a = B co/ a . cowc a cw* a -f- j cor* a — 2 cm* a-f-1 5= 0 

30. A tang 7 ksBmc«. <wrc a co/* a-f-co* a — g = 0 
^-ktang*a ss^lBsec a .cosec a cot? <*'-}- CO/ a -f- g =* 0 

31. A co/* a sBwia, cos a coPa + cota — ^ = O 
± A«X*a =5 q:B*wa.O0*a CO*»a-f «rfa-f ^ s= (X 

32. Aoo**a = B sin a. fang a cos* a — g cos 9 a — 2 COS* a -{- 1 = 0 
±\cot*a zs^hsma.tang* «w*a-f-gcw»a — 2oo*'a-f I s= 0 
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Gegebene Gleichung: Entwickelte 

33. A cot* a = Bsina. sec a 



+ A cot* a =c ip B sin a.secu 

34. A cot* a = Bsitia. cosec a 

+ A CO/' a = +BilJ}«. C<WC a 

35. Afof* a = Bcoja.towy« 



tanga 




tanga 


= K(-d) 


tätig n 




tanga. 






sin*a- 




tanga, 




tanga. 




tang a 


A 

= B 


lang a 


A 



36. Atof'a = BfOi« . seca. 

37. A cot 2 a = Bcosa. cosec « 

— 

-f- A cot 7 a ss B «M a . CO «£C a 

B 

38. Aa>/ J <* = B tanga. sec a . i//i 4 a — ^*«i 8 a — 2 = 0 

fAco/'a =s IfB/rtWtfa. seca iw«a4-?«Va-2iin , a-f 1 =0 

B B 

39. k cot* a = B tang a . cosec * cos*a -\--cos 7 a — ^ =s 0 

» 

B B 

4; kcoPa = + B tanga. cosec a cos*a — ^«Xs'a-j-^ = 0 

* • 

40. Ar»/* a = B«co. oasec a tang* a -|- /<w»g a — ^ = 0 

A 

i A coi 3 a = -\-Bseca. cosec a /ö/i^* a -f- /afl£ a g = 0 
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Gegebene Gleichung : 

41. A sec 3 a = B «in o . cos a 



Entwickelte Gleichung: 



COS** — COS*a -j-gj = 



A« 



^Xsec'a = +B sina. cos a cos*a — cos 6 a-\-^ 



42. Ksec*n ts B«in « . tang « 

+ A sec 1 ix = B t 'm a . tang a 

- 

43. A sec 3 a = B «in a.cota 

- 

+ A «CC* « = B «in a . cot a 

44. A sec 3 et ~ B sin a . co«cc « 

4- A «cc 5 « = +B«na. cos^c a 

45. A sec 1 a = B co« a . /an* * 

- 

± A «CC* « = + B CO« a . tonff a 

46. A sec* a = B cos a . co/ « 



cos 3 a — cy* u -j- g- = 0 . 
COS 3 a — COS a ~~ g" = ^ 



CO« OL 



cosa 



COS a 



etwa 



= K(b) 

=K(=1) 



sin*u — sin a + g* = 0 
A 

«m Ä a — «tna — g- = 0 

«wi* a — - 2 «in* a — jj^- «/« a 1 



+ A sec 1 « = + II cos a . cot <* sin*a — 2 «in 1 " + g- «« a + 1 



47. A S£C* a = B CO« a . CO«CC a 



4; A sec 1 a = 4- B co« « . cosec a 
48. A"««c* a = B tatig a .cot a 



K A 
cot 3 a — cot 11 >* — jj- = 0 

A \ 



ro«a 



-f* A «cc* a sss 4- B tang a . co< a cos « 
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Gegebene Gleichung: Entwickelte Gleichung: 

A 

49. A sec % a = B tang « . cosec a cosa = g- 

± A = ^ ß tang a . co#«: a cosa = — ^ 

A A 

50. A nsB cot a . COJ«; a cos* a -j- g COS^u — g es 0 
+ A See 1 a = ^ B a . CO^C a CO**a — g cöf'a -f- g = 0 

A* 

51. A CW« 5 a s= B sin a . cos * sin*u — «»«a -f-g i = 0 

_ 

+ A cos^c* a = 4-B«/n ex. cos a sin*u — ««'a + g; = 0 

52. A CO*«** a = B sin a . tang a cos*a — 2 COj'a — g COS a -f- 1 = 0 

iAcoiec 1 « = ^B sin a .tang a cos*a — 2 nu* a -j- g a ~M = 0 

A 

53. A COJ«C 8 a = Bsina.cota cos* a — cosa-j-^ t=s 0 

_ a 

+ A cosec* a = + B sin a . cot a cos 3 a — cos a — g = 0 

54. kcosec x ot =s Biwa.itfca /awg^a— g/a/r^a — g = 0 
± A «wc» a = ^B an a.seca tang 3 a + g tang* « + g = 0 

55. A cosec* * ex B cosa. tang a sin a = }/(g) 

3 

i A cosec" 1 a '= B cos a . f<wi£ a sin a = g) 

56. A awec* OÄBcwo.co/a sin' a — sin a -f g = 0 

A 

A cosec* a s C0< a . c&/ a W» 1 a-j/o« — g e- 0 
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Gegebene Gleichung: Entwickelte Gleichung: 

57. A eosec* a =a Bcosa.scca sin a = ]/(g) 

+ A coscc* (t = ZfBcos a.sccrt sin a = ]/^— g) 

58. A cosec* a = B /a/ig- a.cota sin a = j/^g) 

± A «W*r* a = =fB a.cota sin u = }/(— g) 

• . i A . , A 

59. A co^c* a = B u.seca sm 3 « 4" g *»«* « — g = 0 

A A 

60. A coscc* öl ss Bcota. sec* sin « = g 

A 

+ A «Wtfc* a = ^ B co/ a . jer a = — g 

f) Form: A.F(») . & («) = B F" («) . F"' (a) 

Gegebene Gleichung: Entwickelte Gleichung: 

3 ^ 

1. ksina.cosa r= B-tanga.seca cosa = ]/ (j) 

3 

± A*//ia . r<wa =s If Btang* . wca eo* a = ]/ (— |) 

3 

2. Xsina.cosa = Bcx>/ a.coscca sin a = 

3 

± A jui a '. cos oi = +Bcota. coseca sin a = ]/(— ^) 



3. ksina.cosa = B sec <x . cosec <* sin 



+ ksina .cos ol sc 4- Bwca . cojeea iwa= " V tj 
i. X x 



Google 



Gegebene Gleichung: Entwickelte Gleichung: 

3 

4. A sin <* . lang u =s B cos u.cot u taug a s= V^j) 

3 

±A«.. to{ « = ?B<««.»«« •« = ]/(+"±Kf=™>) 

6. A *i« a . toffg* a = B ifC a . <orec a « = 

+ A jwi u . « = ip ß AfC a . «WC a jf ff u = — ?^ 

* ■ 

Hr A tOA- u . t o/ a = + B a.secu cos a = }/ ( ~^~**^~^^* — 4\B) ^ 
8. A CO* a . ro/ u = B Jrt." a . a /v>* « =. ^/^^ 



+ Xeosu . iotu ^i^fBsccu . coseca co.% u == J/ ^ — 

3 

*J. A a . sec a = B cot u . cosee a tang a = (\) 

3 _ 

+ A « . secu = ^1 B cot a .coseca tang u = J/^ — ^ 

Aumerkuug. Die übrigen Gl.ichungeu von dieser Turm lausen sieh bequem, vermitlekt Substitu- 
tionen für die Produkte der trigonomctriadieu Fuuktioucu. uder durch WeglaM»ung der gleichen 
Faktoren, auf Formen zurückfuhren, die schon früher entwickelt worden; weshalb sie hier nicht 
mit angegeben sind. Man befrage darüber die am Ende der «weiten Abtheilung dieser Gleichun- 
gen mitgetheiltc Tabelle. 

• 
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B) Zweite Abtheilung. 

- * 

Gleichungen, welche ein von trigonometrischen Funktionen unabhängigem 

Glied enthalten. 

Allgemeine Formen: 

a) A F(u) + BF'(«)=:C 6) A /» + B F' («) . F« («) s= C. 

b) Af«(a)-(-BF'(«)'* C e) AF*(a) + BF'(«).F»(a) = C 

c) AF»(«)+BF"(«) = C f) AF(«).F'(«) + BF«(./)-F"'(«) = C 

' a) Forav. Af (o)-f-BF'(o) = C 
Gegebene Gleichung: Entwickelte Gleichung: 



i a . n_ r AC+B]/(A« — C' + B*) 

1. A jiii a -f- B co* a = <- ««äs = — A . j D8 1 

2. A sin a -}- B /a»£ a = C «w* a — ~ sin* o -|- ( ~~^ A 7~~) 9 ' m% a 

2C . C» ■ 
_._„„„__ = 0 

3. A«iia-hBcö/a = C ^^»« + (£+51) 

A» 

4. A «« a B sec a ä C coj* tt 4" ) °° jt a — -jfr cw a 

B l 

5. A«»« + B««r« = C „V,« = K ±V 

6. A cos a-\-H ttm~ a = C co#* a — coi* * -f- ^— jjC — je©**« 

• ' B* A 

7. A«w«+B«>*a = C «w« a +2? jfai a + s in** 

2B . B* 



X x 2 - 
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Gegebene Gleichung: Entwickelte Gleichung: 

8. Acwa + ü Ä ru = C cosa as c jV(W—*M) 

2A . 

' 9. A cos a -|- B cosec a = C ,m* a + 51=^! «V « - sin 

+ ^ =o 

• f . - 

10. A lang u 4- B cot a = C /fl«# a == £±V1^EiiÖ 



! ■ 



11. At«nga + hseea = C ~" .-ABjCl/jÄTZfr+C») 

• A--j_C* 

12. A to», « + B «mtc « = C a - « + 5m 1 « 

, 2BC . B* 

13. Aco/oc + B^« = C eWa-j^cW. + ^gc^. 

°BC B* 



14. A«,/a + B MJ «„ = C ---- - ™+AK(l-4-A'-B-) 

C'-J-A* 

15. A*>c«-fBro** a = C ,m« « - ?? «V a + ( A 1± B J±£) a 

L) Form: \F ! («)fBP(o) = C 
Gegebene Gleichung: 



1. A-tfa + B«»«»« ^ „ - ~B±^( 4AC+B') 

2 ? A**« + B«»«s C ; - rrr- - B±1/(4A«-4AC+B') 

3. W + B^.-C ^ tt ,^^ g4 .B'+^2AC^ a 
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4. A sin* « -f B cot « ss C 

5. Aim^ + BwaaC 
(3. Asm*a+Bcoseca = C 

7. AßM'a-j-Bi/Ba = C 

- 

8. A^'a-fBfOJa = C 

i 

# 

9. Aco^a-i-B/a/i^a ss C 

10. Aw>*'«4-Bc**a = C 

11. Awi'a + BwcasC 

12. Acos 1 a + Bcoseca = C 

13. A -J- B «ii a = C 

i 

14. Mantfa + Bcos* as 'C 

15. A/flwy'a + B^W = C 

16. A/fl»j»a+B;«tfaaC 

17. A fang* a -j-Bwc « =s C 

18. A f<wgr* <*-J~ B co*«tf «sjC 



Entwickeitc Gleichmut: 
2C . . , C'+B» . 2 

a — *wt« a -fr- ■ ^ t *l» 2 o 
COS 3 a -j s — CM« — -r =0 



sin* a — Y** rta 4"^ = ^ 



<Ma ^~TÄ ~~ . 



cot 3 a. -\- ^ ^ eoi 1 a -f- eo/ a — ^ = 0 



C — A . 



B 



B 



2A 

C , B 

tanjf a — j^tangu-^-^ =: 0 

B±V^(4A'-j-4A< -f-B') 
~ 2(Ä+0) 



B 
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Gegebene Gleichung . 

19. A cot* a + Bsih* = 0 

20. A«tf'a + Bewa = C 

21. AcoPa + Btanga = C 

22. Aco/'a + Bw/a = C 

23. Aco/'a+Bw« = C 



24. A co/ 5 a -f- B «wcc a = C 

25. A ««" a -}- B «» a a= C 

26. A #cc 9 a -f - Bcosn ss C 

27. A***a-f B//m£« m C 

28. A*cc»a-fBco/a = C 

29. A*cc'a + B*cca = C 

30. A .wc* a -f B cosec a «c C 

31. A co«r* o-f B«*na = C 

32. A cosec! 1 a -j- B co* a =* C 

33. A cosec 3 a + B /«tut « = C 



34. A cwcc* a -|- B co/ a s C 



Entwickelte Gleichung: 
«Va-i+5^»« + ^ ;=0 

coj 3 oc — — * — CO* a -J- g = 0 

C B 

cot 1 a — £Coi a-{- - =r 0 



co/ u 



— B + ]/UA( +B-> 



COf * a — 



B 



B 



A+C 



2A 
cos* a 



sm 



A+C 



n _ B±)/(4A'+4AC+ B') 
" rrr ~+F) 



CO.? a 



C . 



— g — «na 



C A 
cos 3 u — g ras 1 a- hg = 0 



C— A 



/fl/lga;g -B t l/(4AC^4A»-fB 5 ) 
co/'« + ^=^co/»«+^ = 0 



CO.« a 



2C 



C A 
Ä/'« 3 a g «»•« + g = 0 

CO.V 3 a — g rat 5 a — cos a g — =r 0 

'^«+^^^« + 5 = 0 



co/« = ~ B ^^ 4A 2 t ^ 4Al + B> > 
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: rja wickelte UleiciHinc : 



B A— C B 

33. A costc* a -f- B sec a = C cos 3 a — ^ cos* a -j ^ — «wa-j-^ = 0 



1£ * , i n ,i • B4-l/(4yVC-f-B 2 ) 
36. A cosec* a B cowc a = C a = ■ . t 1 - w . ^ ! — £ 

c) Form: APW + Bf'M«) = C 
begebene Gleichung: Entwickelte Gleichung: 

t. ABVaf B«w*a = C a«a = ]/7?Zl|) 

2. A sin 9 « + B f <W£« a = C *» a = 

_ j/" ^ A+B+C+KCÄ^T&'+C'+gAB-f-aBC— 2AC) ^ 

= j/ ^B4^±K((B+C)'--4AB) j 



3. 

- 




= C 


4. 


A sin* a-flll« 5 « 


= C 


5. 


A sin 7 a 4- B «w«: 1 


a = C 


0. 


A ro«* a B /fl//^* 


* = c 




A eos* u -4- B r o/* a 


= c 



sm öl 



= ]/ ( A+C4:K((A-C)H-4ABA 
_ ]/ ^ B-t-C±j/(^C)^4AB)^ 



OL 



CVS». . 
Cosa = 



— ] / A H- B 4- C + j/( A» 4- J 1 J + C ' » + 2 A B -f '2 BC 2 A C ) ^ 
10. A/fl^« + Bro/^ = C / gi y « = ]/( C ±V / <^- 4A "^) 
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Gegebene Gleichung: Entwickelfe Gleichung: 

12. ktanfa + hcWa^C fang a = ]/(ß^:V<^)^m) 

U. A cor a -f B sec* a =s C cot a = 

14. Aro/'« + B«wc*«:= C «>/ « = j/(£=j*) 

15. A sec* u -t-Bcosee' a ;= C sina = 

Ä ]/ ^ «+C~Aj = ]/((B-C)»4-A^2AB-.2AC) ^ 

d) Form : A F{«) -f Bf («) . /7/ (*) = c 
Gegebene Gleichung: Entwickelte Gleichung: 

1. ksm* + hsm<x.cosa = C Wn« a -f ?! ^fot « ^ gAC j n g 



C 1 



2. ksina + B*in«. longa = C - j^&sin* a + g=^!^ a 

, 2AC . C» 
+ AHIF w - 8 - A*+B* = 0 

1 A'+B* 

4. A*wa-|-Bj/»o.^ca = C g/tt« q — 1- .jfa» a J." f ^ 

A T A l 

2C . C* 
— sin a — = f> 

5. A Wa a -}-B a . COSCC a = C *#Va = ~~ ! 



6. ksiit a + TS cos a. fang a.=. C 



A 

e 



A-i-B 



7. AA. + Bca.ert.^C ^ a= ^±V(C;+4B^4AB) 

2(A— 15) 

C— Ii 

8. \sjna-\-Bcosa . seca = C Mn a = ^ 
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Gegebene Gleichung: 
9. A sin a -\-B cos * . cosec a = C 



Entwickelte Gleichung: 

. 4 2C . . . C»+B* . , 
— ~£ *'»' a 4* ■ ^ t ■ . *'»• « 



, -5- 

Q ß 

10. A sin ol -\- B /angr ».co/a = C »n« = ^ 

f! A -4-B C 

11. A «/* o -f- B tang a.seca = C 0 X " w/li,a X"~ *"* a Ä = ^ 

y^* 2BC 

12. A sin a -j- B /a/f# a . co*cc a = C cos* a -j — ; — cos* a — co.? « 



13. A **7i a 4" B co/ a . sec a = C 

14. A jin « + B cot a . co*cc « = C 



2A 



2C . s , C« . 4 , B l . t 



-5- 



15. A sin <x-\-Bseca. cosec a = C jmi* - — , 



2C . $ , C» — A* . 4 

• a j- Sin* Ol -f- — stn 



2C C a B l 



16. A co* a 4- B «'« a . cos « = C 



A'— B l 



2AC 

« g7" COi a 



17. A co* a + B «i» «. tanga = C 

18. Aro*a4-B*ma.co/a = C 

19. ' A cos a 4" B sin a . sec a = C 



C + J/(C»--4AB4 -4B) 
2(A-B). 

C 

CO** a — COS* a 4 — CO** a 



-?«0 

. A< 



i. 



^^^^ 
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Gegebene Gleichung: 

20. A co*<x-f~Bxin a .coseca = C 

21. A cos a -j- B cos a . taug a = C 

22. A cos a -f- B cos a . cot asC 

* 

23. Aco*a4- Bcosa.seca = C 

24. Aco* a-\~hcosa.coseca = C 

i 

25. A COX a -f- B a.cvta == C 

26. A coi a B fang* a . see a = C 

* 

27. A cos a -f- B fang- a . co*cc a = C 

28. A cos a -f- B cot a . *cc o = C 

29. A CO* o -|- B CO/ a . cosec a x C 

30. A co* a -J- B sec u . co*cc a = C 

i 

t 

*> 

31. A tang a -f- B sin « . co* a =b C 



Entwickelte Gleichung: 
C-B 



fin a - BC±Al/^-C«H- A») 

~ A'+B« ■ 

2AC C— A» 

2AC C* 



0 



C— B 

cosa t=. : 



. 4 . 2B . . . B'4-C* — A* . 
*n*a-\- — sm 'a+ sin* 



2B . B 5 
C — B 



etwa ss 



CO*» a -f ^ a + ~ cm* « 



COJa 



z : C±]/(C'- *AB) 



2A 



' Ä* — ,,W a TT" «* 



+5 



A 
0 



= 0 



cos* a — ^ co* s a — — CO* a "f* ^ 
*/«• a — stn*a — - sin* a 

i, A'~C* 2B . , B* 

H — 55— *»' a +x a 5 ~ 0 
-F=° 
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Gegebene Gleichung: Entwickelte Gleiehung: 

32. ktanga + Bsina.tonga^ C sin* a + ^ sitfa + £^£L sm* * 

C« ' 

2c c^+a* 

33. A tang a -f- B sin a . cot a es C cos* a — -g- cos* a -\ ^ — cos r « 

A* 
1 = 0 



C 

34. A tang a-f B sin« .seca = C a = A Jj_ ß 

C— B 

35. Atanga -4- B *w» a . «w«: a es C a = 

36. A tang a -{- B cos a . fang a e= C m/i* a — ^ sin'a -\- ^ ~^~jjj t — sin 1 



im' a 

15" 

2C . C* n 
— TT * m a — 5* == 

2A A 2 4- C 5 

37. A fang a -}- B cos a . cot a = C cos* a — -g- cos* a -j j£ — co$ * ö 

, 2A . 2A ! 4-C a , . A* - 
C— — B 

38. A tang a -\- II cos a. seca = C /<wy a es 



39. A /«rng- a-f-Btttf«. CO*«" a C tang a es 4AB * 

C B 

40. A fang a -f B f a.cot a = C /wig- a == A 

4t. A ta ng a 4" B tang a . a == C sin*a-\- j^^Qt ^' 01 ^ A^-fr^ 

2BC , C* 

1« * , n , n — AB 4- C ]/(A*— B'+C) 

42. A tanga + B /ang-a . coseca = C «was A a -]-C a 

2BC B* C* 

43. A tang « -j- B cot a. seca =c C sin* a — A ,_j_ Cl * in% a + ««" « 

2BC . B 1 A 

, , Digitized by Google 
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Gegebene Gleichung: 



Entwickelte Gleichung: 

44. A fang u + Bcotu. coscc * = C sin* a — ««* a 4" X»^I(> sin* a 

. 2AB . . 2B 9 . , 

, B» 

45. A /a»g a -j- B ««• a . co.scc a x= C «//»« = 

_]/ f C— 2AB + (V(C«— 4AB~4B») ^ 



46. A cot a-\-B sin a . cos u = C ^m'cx-f- 



2(A»-fC*)' 

2A— B . . . A 9 — 2AB+C 9 . , 
Sin*a-\ ßa sm*a 



— = 0 

B 9 

47. A CO/ a -f- B «fit a . fang u = C «i#i*a — ^- « Mi*a + ^-jj^- + ^ «V « 

2A 9 4-C» 



B 9 
2A 



«in 9 a -J- = 0 



48. A cot a -}- B «i» a . co/ a = C «Vi* a "j" -g^ M 4 



A*+C 9 — B 9 



«wr a 



2A . A 9 



49. A cot a ^- B «iit a.sec* = C 

50. A co/.a -f" B *m» « • coscc « =s C 



cot a = 



2C A 9 -4-C 9 
51. A co/ a -f" B co* a . tang « = (3 sin* « — ^ «iw J a -| — «mi 9 



52. A CO/ a + B CO* a . CO/ a = C 



53. A co/ a -j- B co« a.sec a = C 



o \ V 4- C 9 

< vs* « + ^ a H~ — — CO** ot 

-£ = o 

B 9 



co/ « = 



C — B 
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Gegebene Gleichung: Entwickelte Gleichung: 

54. A cot a -f- B cos a. . cosec a = C cot et = A qjg 

C— B 

55. A cot * -f- B tang a . cot a = C cot cx = — — — 

2AB B* — • G* 

56. A«rfa-|-B/fl^a.Wa = C COS* a — A «_|.fo " A* -f- C* C ° S * ** 

, 2AB » 2B 1 
B* 

2BC B 5 — C l 

57. Aco/a-f-B/awgra.CMeea = C cox 4 a — A a_|_^» a ~h A ; _|_ a 

. 2BC B» 

5H. A^« + B W /a.^« = C ^a= TC ± A ^+£=5L) 

ojjo ßa A « 2C 3 

59. A cot a -j- B cot a . COJ^C a = C eo ot -{- A ^^ t COS* a -j A a^_^ — c0 ** a 

2BC O rt 

60. A «>/ a -f" ß « • a = ^ <0A a = 

C l ' 2AC 

6t. A sev « -j- B */n a . cos « = C co* 6 a — coj 4 a -J-^— « — -gj- CO* a 

... . » . " ' „ — C 4- ]/(C» 4- 4B l 4- 4 A J i) 

62. A ff 6 u + B An a . /iiiig- a = C CO* a = ^ K ^ X 1 

63. A sec u -j- B *i» « . c«/ « = C «w a = ^"^^IflV — l^Hl 



64. A WC a -f" B Alt « • sec a = ( *m * = — ßt-j-C 1 

65. A sec a B sin a . «wer a s= C a = ^ j^g ( 
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Gegebene Gleichung: 

66. Kseea-\-^cosa. tanga s C 

- 

67. huca+K cosa. cot* ss C 

68. Awo-f-Bc««.!«« = C 

69. A sec a -j- B eo* <* . co*cc a = C 

70. Kseca + B fang u.cota = C 

71. A sec a B /a«£ a . a = C 

72. ksec * -^Bjang a . carce a = C 

73. Ksec a -f* B cof a . *<rc a = C 

74. A *ec'a -j- B cot a . cosec a = C 

75. A«ea-(-Bwo, cosec a = C 




Entwickelte Gleichung: 
C* — B" , 2AC 

COS* OL - 



,C* . 2AC 
a "T'gj «M* a — -gj- cos* <x 

i A'— C» 2AC A' Ä 



A^ 
t— . 
1AC 



2 AC A* 
A 

co5at = ü^B 

2A . , A'4-B* 

COS* oc CO** a -j 4; — «w* a 

ß4 - ft 

_ ö - 0 

A-f-B 

CHS Ä 

2B , A»+B»— C« . t 
*w* a ^ sin 3 a -\ '—^ ji/i* a 

, 2B . B* 

+xr ,ma — - o 

A— B , , A 
CO** a — a -f £ = 0 

• 4 , A« — O . f 2AB . 
• a ^ — firt* o -j — «t* oc 

+ Ö = 0 



76. A COSec a-\-Bsin*. cos a s C im« a — «»« a -f ^ — ^ * 

A a 
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Gegebene Gleichung: Entwickelte Gleichung: 

77. kcoseca + Bsina.tonga = C + ^ «** « 

A* — C* . t 2AC . A» n 



78. A cosec öl -f- B sin et . cof <x ses C jwi 4 a -|- F ^ a a — ^jß - 

A» 

+* = ° 

V 2AC A*— -C 1 

79. ' A cosec a B **» a . sec a = C sin* « — pa_|,(ft sin*a -f- fl a _|_Qa a 

2AC A» n 

80. K cosec a -f- B «V» a . «wec a = C sina ■=» 

81. A«weca + B««a./an*a = C «Ma = C^l/(g~ 4AB) 



2ß 



82. A cosec a-\-B cos a . cot a = C «n a = ! *^ ' 1 1 

83. A rosec a -j- B cos a .sec» = C ji'bo = c~ß 

a . . , „ — AB+C^B^-f-C» — A*) 

84. A cosec a-\-B cos a . ceseca =s C ro^a = B*-{-fo — ' 

B— A A 

85. A cosec a -}- B <* • co* a = C *w» 8 a -| * — $w* a — sin a -J- ^ = 0 



2A A J -I-B* C* 

86. A cosec a -{-B tanga . sec a = C sin 4 a — «Va-j -5-^ *mi* 

, 2A . A* n 
A4-B 

87. A cosec a-\-B tang a . cosec a = C sin a = ^ 

88. A«wec « + B cot a . sec a = C sin a = . 

89. A towca -f- B cot a . cosec a (] sin" a— ~ rin'a^-— ^ - «V « 

-5- 
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Gegebene Gleichung: Entwickelte 

. , A 1 — C* . 2AB 

90. A cosec a+B«c«, cosec a = C cos* a -\ j^— cos* a -f- cos « 

m. 

e) Form: Af(a) + af (<*) • /*" («) = C 

Gegebene Gleichung: Entwickelte Gleichung: 

l. AttV a-{-B«/ia.co*a = C sin a 



~\/ + 2 AC + B 1/(B' + 4 AC — 4C-Ä 

- " V ^2(A«+B*) > 

B C— A B A 

2. A *m' a-\-Bsin a . fang « = C ro.?* a -f ^ ° ^ Ä~~ a — £ = u 

B±l/(4A '+B«— 4A C) 

3. Aim'a-fB5i/ia.cof a = C fOJa = ^ 

2C4-A . . . BM-CM-2AC . t 

4. A sin* « + B sin a . wc a = C ^— *» 4 <H L - 



5. 


A $w* a -J- B «• a . comb a = C 


sin a 


6. 


A «»* « -}- B cos a . tang « = C 


sin'a, 


7. 


A «'»' a + B CO* a . CO/ « = C 


sin' a 


8. 


A*w* a + Bcoja.^CCa = C 


sina 


9. 


Ksin* a + B cos a , cosec a = C 


sin* a 



= 5A 

B • , C • _i_ B — n 
A A A 

A l 

10. A a -}- B tangu. cota = C *w « = ]/ 

11. A */»* a -j-B fang- a . *cc a = C sin*« — sin*a — ? «Via + 5 — 0 
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Gegebene Gleichung: Entwickelte Gleichung: 

C— — A B 

12. A sin* a -f- B tang a . cosec a = C cos 3 a -j — «m«-- = 0 

C B 

13. A sin* a -}- B cot a . sec a : = C sin* a — ^ sin « = 0 

q 2A ß 

14. A sin* a -j- B cot a . cosec a = C co*' o -| ^ — co* 2 a -{- co* a 

15. A sin* a-f Bi«'«. cosec a = C sin* a — - ^"j^^ a "f ^ s ' n * ft 

C 2 . i B 2 n 

16. A CO** a -}- B */« a . cos" « = C co* a == 

_ l/ ^+2ACHbBl/("m+^AC-4C 2 ) >j 
~ K V ' 2(A 2 -f B') / 

B C B 

17. A co* 2 a -|- B */« a . /er//"' « = C co* 3 « — ^ co* 1 « — Ä t0S <X ~^~X ~ ^ 

18. A co* 2 a + B */'« « . cot « = C co* a = ~ ß +J/<4At-f-B ) 

Ii). A co* 2 « + B sin « . *cc a = C fang 3 « — jj '""# 5 «+/"«^ «H jp- = 0 



.... ' „ 1 / /C— BN 

20. A cos 7 ca -f- B sin « . co*cc a = C co* a = y y — ^— j 

* 

t . B V(4A' — 4AC -j- B 2 ) 

21. A CO* 2 « -J- B CO* a . a = t *//* a = — = ^ 

B C — A B 

22. A co* 2 a -J- B co* a . co/ a = C */«' <* -f- ^ a H X~~ " — A ^ 



23. A co* 2 « + B co* « . *cc a = C co* a = \^ A ** ) 

24. Aco* 2 a cos a. cosec a = C CO< a «-J g— co/* a -f- cot a — g = 0 

2.'>. A co** « -f- B a . cot a = C co* « = j/ ( C "^ B ) 

, C— 2A . . B . , A— C _ 
26. A cos* a-f-B = C sin*a-\ — *w*a-f- ^ *m<*-| — — =0 



i. 



Z * 
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Gegebene Gleichung: Entwickelte Gleichung: 



0 



C Ii 

27. A cos 9 a-\-h tang a . cosec a = C cos* a — . - cos a -f- ^ = 

2b. A cos 1 u-\-Hcot a. seca = C sin 3 a -J sin a — - a 0 

A-4-C Ii r 

29. A ras* a-f-BfO/a. CO-WC « = C «M* « u — — t-oj« + - = 0 

A A A 

,50. A cos 3 a 4- B scc a . cosec « = C cov* « — ~* co^a -J- — ' ' : -L' ro.r» „ 

A • A" 

31. A tang 3 a-j-B sin a.cosa = C /a//»* a -f * A /aw«- 1 « -f- - /««*r « 

32. A u B an u . tätig « = C co^ «* -f- <ym< a — cos u. — ~ = 0 

33. A /an»: 5 « B jm .» . co/ a = C ^ „ _ ^-t— cos- « -j- ~ = 0 

34. A tätig'- u-j-B .«« a . scc « = C /nng- * = ~ B ±^ AC + D?) . 
3"i. A /tf/ir^ 5 a -f- B «/i a . cosec u = C /««,§• a c= 1 / ^(~Y~~) 

36. A tang* a-f-Bm«. « = C j/«> a — 'li^ j/«' « — sin « + jj = 0 

37. A tang' « + B cos a . cot * = C « + ^±5 ÄW s tt _ 2 a j_ ! Ain a 

+ t = 0 

38. A tang' u-f- B au « . «rc « = C tang « = j/^EJlJ 

C B 

3<>. A /ang* ix, -\- B mt « . cosec >*. = C tatig* u — /«»g- a -f- = 0 

40. A tang* «-j-B fang- a.cot« =s C /«/i^ a = J/ (^-^) 

41. \tang** + T,tmg*.*c« = C 
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Gegebene Gleichung: Entwickelte Gleichung: 

43. A tang* a--\- hcota.seca == C sin' a — J^jß *w»* « — X~J~"Ü **" a 

B \ -J- V 

44. A /«r»£ ? a-\-Ucota. cosec « = C «>** « -f- A ~r^ «m 3 « — A4-fc cos * a 

A 

+r^ = ° 

B C B 

45. A tang 1 a -j- B a . cosec « — C Z«»« 4 « -|" j[ a — ^ a -J- - = 0 

^ u ^» 

46. A cot 7 a -f- B *w a .cos a — C rot* a -| — cot* a + ^ col a — - = 0 

A4-C (' 

47. A cof 1 «-f-Bi/n«. /o/i£ a == C «w*a -J ^g— cos* a — 2 «w 2 a — ~ «w a 

+ 1 = 0 

A4-B c 

48. A cor- a-f-B fl'n a . <»/ a = C rar» a ^— <?o* 5 a — cos a -f. g = 0 

49. Aarf'a'+ßraa.iwaBC «>* s a_ *±cota + ^ = 0 

50. A cot- a-f-B ,/« «/. a bs C ro/ a = J/ (~ 

51. A ro/" a-f-B COS a . a = C */« 3 a — äi« 9 « + g = 0 

52. \cot*a + Bcosa.cota = C jw» a + a — .«« « — £ = 0 

53. A cor a-^-ticos«.seca = C ce/ a = ' • 

54. Aro/'«-4-B<™«.«>*tt« == C cotu = -»+K(*AC+B») 

55. A ro/' a-f-B /a/iy « . cof a =» C cot a = ]/^(~^~) 

B 2A I C 

56. A ro/ s a-f-B /<jw£ a.seca bs C «»• a -f- ^_|_^ i/n» a — X^j-C *"** * 

Z* 2 
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Gegebene Glcichtrog: Entwickelte Gleichung: 

57. Aro/'a-f hianga.coseca sc C cos* u — ^ij^ «w 5 a — -iL- cos a 



ä( A+C) 

511. A^/'a-f hcota.coseca = C rrrr rr — ~ B ^^^ACH-K ^+B«) 

2(A+C) 

6ü. A CO/* a + B a . ctMfr a = C fo/» a ^ «>/»a 5^«-^-2 = 0 

61. A *ec*a + Bsina.cosu = C «w« « — -f g| «w* a — ^ co** « 

+ IF = ° 

C A 

62. A See 3 a-f Bfl'na. /«/!«• a = C co** a 4" g co.v' 3 a co* « g — 0 

63. A sec* a-\-Hsina.colu = C cos* a — k cos- a 4- = 0 

B 1 Ii 

. 64. Arf. + IA..«..C J ---_-B±V(4AC-4A-+B') 

65. A jcc' «-j-Bfwa. «WC a = C «W a = (r—fl) 

66. A «r* a -j- B cos a . a = C «V a _ g a — .«// « -f- C ~ A — 0 

67. A aw ! u B m« a . cot a = C */«« a — g ,/„i a — 2 *»» « + «Vi u 

+ 1 = 0 

68. A sec" 1 « + \\ rosa . seca = C cosa = j/^AZJ 

69. A at c* «-f- B «W a . «W«: a = C «tf* « 4. A . ~ -i : w /i a 4. g r= 0 

70. A .vcc- « 4- B /owg- * . cot u = C cosa = \/ 

71. A^« + B/«,^«.«c« = C -w- - ~B±^(B < +4C--4AC) 
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Gegebene Gleichung: Entwickelte Gleichung: 

72. A sec* a-f- B lang a . cosec « = C vosa = 

73. Aw'a + BfO/a.^a = C ,/«• « — ^ *wi» « + ^=^<w a + 5 == 0 



74. A sec 9 a -j- B cot a . cosec a s C <w* a -|- ? «w* a — ^-^-^ «M a a-|-^ = 0 

, . n 0 C4-2A _ . A'4-B«4-2AC . 

75. A *cc* « — f— 15 *cc a . cosec a = C co**a ^ — cos*a \ 1 cos*a 

= 0 

C* 2AC 

76. A cosec 9 « + B */« u . coj a ss C sin* a — sin* « 4" p sin* a g^- «/»* a 

+fe = ° 

C A— C 

77. K cosec* <*-\-B sin a . tatig a s C ow' a -|- g «m* a — 2 «m* a -j g— coja 

4-1=0 

78. A(W<C 1 a + h sin a. cot « sss C CO* 5 « — g co** a — cos u -j — ss 0 

79. A cosec 9 a-\-B sin a.seca = C u -j g— ' /ow« 2 a -J- g = 0 

SO. A cosec 9 « -f- B «'« a . cwcc a = C «« oc = J/ (fr^y^) 

C A 

81. A cosec 2 a -j~ B cos a . tätig a = C «»» a — g sin 9 « + g = 0 

C A 

82. A cosec 9 « 4- B cos a .cot a =. C «Vr a -f- g « — *"» « — g = 0 

— 

83. A cosec 9 u -J- B cos « . .vcc a = C ji« a = |/^(fr^7g) 

84. A cosec 9 a -f- B cos a . cosec a = C cot * B^1/(4AC-~4A -f"B ) 

85. A cowc 4 « 4" B . co/ u =. C .«« u = V^ ^^p ) 

86. Aawec* a4- B a . scca = C sin* « 4" £ xm * a — ^"j^ w»'«4-^j = 0 
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Gegebene Gleichung: Entwickelte Gl 



87. 



A row ? « + B/fl/ig-a .cosecu = C «w* a — 2 + A ^£ cos a + ? ss 



0 



*9. AcoseC* + hcot«.cosec« = C cos « = -"±J/(4^- 4AC±gj 

2C 

90. A«we»a + B«c«.aMa«sC .«Va— ^^^««««4- A ±!^!±B A £ ^ Ä , a 

f) Form : A /'(«) . / T < (a) -f B F" («) . F'» («) = C 
Gegebene Gleichung': Entwickelte Gleichung: 

1 . A sin a.cos(*~}-h sin a . fang « s C sin* a — ^? */ «» a -f- B * — 2A» ^« u 

A A 4 

, 2B . . . A'+C* . C s 
+ X ^«H X-«Va-^ Ä o 

2. A«n«.«wa-fBro.y«.«>/a = C cw'a — ^ cos* a + cos* u 

, 2B . , A«+C* C« 

3. A.«*a.co*a+B/fl«£a..M>ca = C «w» a — -om« a -f ?? «>,*a + 5! ^ a 

20 _» i B* . B 9 
— + — ««'« — — = 0 

4. A«/«x.<W«a-{-Bc«>/«.C0ttC« = C ««• «-iiii»o + -ii»»o + - ww«a 

1 A "A" 

2B . B* B' 

5. Asinu.cosa + Kseca.coseca = C jw/,2« == C±1/(C— 4AB) 

A 

6. an a . /nnjr a -f B CO S a . cot a = C .</««« -f- A j^ B , sin* a -f- ^"^y a 

4BC , O— 3B* . , 

"AH¥^ a " A'+B' tt 
2BC . B» 

^Xq^ sm a — Ä*TF = 0 
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;: Entwickelte Gleichung: 

2C 2A S 4-C l 

7. \sina.tanga-\-Btanga.secu = C o<w««-f -^co* 4 « — p — r©**« 

2C . A*-f B> , B* n 

C B— 2A 

8. A.w/i a. tanga-\- Bcota .coseca = C «w* a + ^ <YW*a -| j — cos*« 

. . — ^co*« + l = 0 

C 2 2B 0* 

9. A */« « • «'-fB^ca . cosec* = C «>** « + p « + -j- « — p *»* a 

B a 

+3P-» 

*2A-f B . . 

10. A im' « . ro/ a -f- B /riHg- a . sec a = 1. s/w* <ff^ -w« 3 « j — * 

— ^«Ba-j-l = 0 

2C C 1 — 2A* 

1 1 . A MV a . cot a -\- B co/ </ . ro.«r assC siu* « — w»* « H Aa ' •«'«* a 

2C . 3 , A'+B* . , B* 

C* 2B * C 2 

12. AnMtt.fw/a-f-Bw/.fWJSicra = C cos* a -f- p « + "Y <** 1 « — jfi«'*'* 

2 \ A* + B 1 — 2C l 

13. A tarig ut.secu~^Rcot<x. cosec :* = C */«• ec -{- -^r sitt? u -J */«• a 

2A . s . o— 3B* . 4 

— -p- s/n 5 a -] ^ «»* « 

1 

, 3B l . „ B* n 

»>\ A 1 2C 1 

14 . A taug u . sec* -\- B *«' u • < « s: C */«* w 4" % a 4 c* — a 



'2\ , B a 4-C* . , B* 
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Gegebene Gleichung: 
15. Acota.coseca-t-Bseca.coseca 



Anmerkung. Wenn man alle Combinalionra durchfiihicu wollte, welche diese allgemeine Form 
zuLäfu, m würde man 225 Gleichungen luben; allein die mci&ten lassen sich auf Gleichungen 
zurückführea, welche schon früher entwickelt sind; daher sie hier weggelassen worden. Man 
befrage darüber nachfolgende Tabelle. Die bei den Produkten angegebenen Größen sind einfachere 
Gerthe derselben. Die in den Columncn befindlichen Nummern beziehen sich auf die hier vor- 
stehenden Gleichungen. Columneu, welche hingegen das Zeichen — enthalten, zeigen an, daüs die 
Aullosting der entsprechenden Gleichung schon aus der BescliaiFenheit der gegebenen Funktionen 
von selb« erhelle. 



Schhi Ts - Bemerkungen. 



lu sämmtlichen ausgeführten Gleichungen sind die Gröfsen A, B und C will- 
kührliche Faktoren, welche jeden positiven und negativen Werth, jNull nicht ausge 
schlössen, haben können. Der Radius ist überall = 1 angenommen worden, man 
wird ihn in den meisten Fällen nicht in Rechnung zu wehen brauchen. Sollte es 
indessen doch irgendwo nothwendig oder wünschenswerth seyn, ihn einzuführen, so 
dieul dazu das Gesetz der Homogenität aller Glieder, dessen die Einleitung Erwäh- 
nung thut. 

Um die entwickelten allgemeinen Gleichungen in ihrem ganzen Umfange be- 
nutzen zu können, ist es nölhig, dje vorhabende concrete Gleichung so zu gestalten, 
dafe sie die möglichst einfachste Form erhalte, und keine trigonometrische Funktion 
mehr in den Nennern vorkomme. Mau wird dieses durch die Tabellen VII. A und 
B, welche die Weiihe für die Produkte und Quotienten zweier Funktionen angeben, 
leicht bewerkstelligen können. Wenn in der Gleichung Funktionen der Summe oder 
Differenz zweier Bogen vorkommen, so müssen diese zuvor nach Tabelle XII. ent- 
wickelt und gehörigen Orts eingeführt werden. 

Man wird in den meisten Fällen mit den angeführten Formen ausreichen. 
Auch die Gleichungen, welche trigonometrische Funktionen in drei oder mehreren 
Gliedern enthalten, können gröfetentheils durch zweckmäßige Substitutionen so um- 
gestaltet werden, data sie «ich unter die entwickelten Formen bringen lassen. 



Entwickelte Gleichung: 
= C cos* a 4~ co^a -f- A cos*a 

2A , , C*+B , B* . 
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Z. B. aus der Gleichung: 

A sin 2 oc -f* B cos a s= C sin u 

. , 4 , B cos a 
wird: Asina-i = C 

sm et 

und ferner: 

A sin ex -|- B cot a = C 
Oder aus der Gleichung: 

A sin u -|- B cos <* = C tatig a 
wird : A -j- B cot a = C sec <x 
Oder aus der Gleichung: 

A sin u -\- B «w « = C /a«^ a -f- D «'« a . sec <x 
wird : A sin a + B «m « = (C D) a 
und ferner: 

A + B«rf« = (C+D) sec u 
Bei denjenigen Combinationcn, deren Entwicklung auf höhere Gleichungen 
führte, sind diese Gleichungen selbst aufgen o m m e n und der numerischen Bearbei- 
tung für jeden gegebenen Fall anheim gestellt worden. Man kann bei Entwickclung 
trigonometrischer Gleichungen als Geselz annehmen: dafs man schwerlich durch 
künstliche Methoden eine Gleichung von einem geringeren Grade erhalten wird, als 
welche sich schon durch Substitution der einfachsten, gleichartigen Wcrlhe für die 
verschiedenen trigonometrischen Funktionen ergab. Höchstens wird man in manchen 
Fällen ein Wurzelzeichen zu vermeiden im Staude seyn. 

Da sammlliche Werthe einer Funktion immer auf den einfachsten derselben 
beruhen, so ist es für die Auflösung der Gleichungen ganz gleichgültig, welche 
Werthe man für die verschiedenen Funktionen substituiren will; die entstehende 
Gleichung wird immer von dem nämlichen Grade seyn. 

Soll nun aus einer dieser höheren Gleichungen die trigonometrische Funktion 
wirklich entwickelt werden, so kann man sich dazu der, in der Analysis ge- 
bräuchlichen Methoden bedienen. Es wird indessen dabei am vortheilhaflesten seyn, 
jederzeit die Sinus oder Cosinus des zu suchenden Bogens als die unbekannte Grösfe 
einzuführen, da hier die festen Glänzen zwischen 0 und 1 die Approximations- Auf- 
lösung sehr erleichtern. 



Berichtigungen und Druckfehler. 



Seite 36. VII. A. Es findet sich hier * so angegeben wie c$ iu . 
in Vcga II. Iii ff. ausgedrückt wird. 

Durch andere Angaben ist dieser Dedmalbruch aber bis auf 134 Stellen fortgesetzt 
worden, welche dann von der 136*tcn an, folgcnderma&en lauten: 

31725359 108 12S4S03 

(rergl. Kästner geometrische Abliandlungcn. 2ic Sammlung 151. 182., und dessen An- 
fangsgründe der Mathematik. I. 331.) 

— 76. D. No. 1. statt 2a« Vsin J »«n { a* 

lies : 2a* Vsin \ * sin 1 \ » 

— 92. No. 20. mufs der logarithmisebe Ausdruck als unrichtig und unstatthaft wcgfaUeu. 

— 98. pjo. 14. statt (a — b) sec a, lies: (a — b)co/ec« 

— 129. C No. 5. statt sin a he«: sin a * 

— — - No. 6. desgl. 

— 130. No. 12. gilt das Wurw&cichen nur für den Zahler und nicht für den Neuner- 

— — No. 21. und 22. statt 



der Z.ß 



31. 
22. 



_ c sin 
' a — ecosß 
obigen Vi 
— 9 — V 



lies: 



der Z-7 



21. tang V = CiiHß oder 

obigen Voraussetzungen 
Z.7 = o — it> 



i- sin u 
a 

c sin « 
a 



— 131. No. 27. stau 
lies 

a 

- 151. No. 6. der Ausdruck *» > = ^7^^"^ * für 

da der nidit gegeben ist. Man ersetze daher 

sin j a es V sin b.sinc sin ' < a + sin* j (b — c) 



■Gedruckt bei Trowitzsck und Sohn in Berlin. 
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A 'i na. co* 4. coieca 


A cot <* . tec a 


Acota. cosffca 
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